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Введение

Общее математическое описание фокусиров-
ки в анизотропной среде было описано в работе 
[1]. В последующих работах этих авторов фо-
кусировка плоской волны вдоль оси кристалла  
с помощью цилиндрической линзы [2, 3] иссле-
довалась численно и экспериментально. Основ-
ное внимание было уделено смещению положе-
ния фокуса. 

В работах [4, 5] была рассмотрена острая фо-
кусировка с помощью осесимметричной линзы  
и показано, что при небольшой анизотропии 
происходит смещение и уширение фокуса, а при 
сильной анизотропии фокус разделяется на два 
пятна вдоль оптической оси. В статье [6] более 
подробно обсуждался механизм формирования 
двух фокусов и кольцевого распределения меж-
ду ними, но в параксиальном приближении.

Фокусировка векторных цилиндрических 
пучков с радиальной и азимутальной поляриза-
цией рассмотрена в публикациях [7, 8]. В этом 
случае использование длиннофокусной линзы [7]  

приводит к формированию кольцевого распре-
деления, а различие в поляризации сказывается 
только на смещении фокуса. В режиме острой 
фокусировки [8] смещение фокуса зависит не 
только от поляризации, но и от числовой апер-
туры системы, а также степени анизотропии.  
В публикации [8] рассмотрена фокусировка вих-
ревых пучков с радиальной и азимутальной по-
ляризацией, однако в работе [9] показано, что 
внесение фазовой сингулярности более эффектив-
но в случае линейной и круговой поляризации.

В данной работе рассматривается острая фо-
кусировка пучков с линейной и круговой поля-
ризацией вдоль и перпендикулярно оси анизо-
тропного кристалла.

Также рассмотрено формирование кольце-
вого распределения как с помощью тороидаль-
ного сходящегося волнового фронта, так и при 
наличии в падающем пучке вихревой фазы. 
Подробно исследуется острая фокусировка вих-
ревых пучков, приводящая к возникновению 
продольной компоненты электрического поля  
в фокусе необыкновенных лучей.
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Анализ фокусировки  
на основе интеграла Рэлея−Зоммерфельда  

для анизотропных сред

Рассмотрим анизотропную среду c тензором 
диэлектрической проницаемости вида
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Тензор (1) можно привести к диагональному 
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В работах [10, 11] для анизотропной среды был 
выписан интегральный оператор распростране-
ния на основе разложения по плоским волнам.  
На основе этого выражения и метода стационар-
ной фазы был получен аналог векторного интегра-
ла Рэлея−Зоммерфельда для анизотропной среды
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где λ – длина волны, j = 0 соответствует обык-
новенной, а j = 1 – необыкновенной волнам, 
ej(α, β) – векторные коэффициенты разложе-
ния поперечных компонент электрического 
поля [10, 11],
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где dj, tj, sj – константы, зависящие от тензо- 
ра (1а).

В частных случаях, когда ось кристалла со-
впадает с одной из лабораторных осей, выра-
жения (1–3) можно записать в конкретном виде 
[10–12].

Фокусировка вдоль оси кристалла

Как следует из обзора, приведенного во вве-
дении, фокусировка вдоль оси кристалла яв-
ляется наиболее интересным случаем, поэтому 
рассмотрим положение оси кристалла, совпада-
ющее с оптической осью. В этом случае выра-
жения (1−4) примут следующий вид:
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Значения пространственных частот a и b  
в стационарной точке (10) позволяют прибли-
женно оценить интеграл (6) без численного ин-
тегрирования. 

Из выражения (6) следует, что наличие во 
входящем пучке сходящегося сферического 
волнового фронта вида
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приведет к формированию фокуса обыкновен-
ных лучей в точке пространства (u = u0, ν = ν0, 
z  =  f). У необыкновенных лучей фокус будет 
смещен вдоль оптической оси f1 = fε1/ε0 про-
порционально отношению диэлектрических 
проницаемостей.

Рассмотрим этот случай более подробно на 
примере кристалла рутила (ε0 = 6,84, ε1 = 8,43), 
освещенного круглым равномерным пучком  
(R =  20λ) в сходящемся волновом фронте (11). 
На рис. 1 показано распределение интенсивно-
сти вдоль оси распространения для f = 100λ при 
фокусировке излучения в изотропной (ε = 6,84) 
и анизотропной средах (кристалл рутила). Как 
видно из рисунка, в анизотропной среде проис-
ходит продольное расщепление одного фокуса 
на два, соответствующих обыкновенным и не-
обыкновенным лучам. Рассчитанное смещение 
фокуса необыкновенных лучей (f1 = 126λ) ока-
залось на 2% больше, чем теоретически пред-
сказывалось (f1  =  123λ). Положение фокуса 

обыкновенных лучей также несколько смещено 
(f0 = 98λ). 

В табл. 1 приведены поперечные распределе-
ния интенсивности в плоскостях, соответству-
ющих двум фокусам и минимуму между ними 
при различных типах поляризации падающего 
пучка. 

В работе [6] численно и экспериментально 
было показано, что два сформированных фо-
куса при линейной поляризации теряют круго-
вую симметрию, вытягиваясь вдоль различных 
осей. При этом в минимуме между двумя фо-
кусами формируется кольцевое распределение. 
Однако в этой работе использовалось паракси-
альное приближение, поэтому не была обнару-
жена асимметрия кольцевого распределения 
(см. табл. 1, строка 1).

Нарушения круговой симметрии не будет 
при использовании круговой поляризации па-
дающего излучения (см. табл. 1, строка 2).

Таблица 1. Распределение интенсивности (негатив) при фокусировке равномерного пучка  
вдоль оси кристалла, f = 100λ

Поляризация
Продольная картина 

(10λ×80λ)

Поперечные картины (8λ×8λ)

z = 98λ z = 111λ z = 126λ 

x-линейная

круговая
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Рис. 1. Распределение нормированной интен-
сивности I вдоль оси распространения Z для  
f = 100λ при фокусировке излучения в изо-
тропной (1) и анизотропной (2) средах.



26 “Оптический журнал”, 82, 4, 2015

*   *   *   *   *

Фокусировка  
перпендикулярно оси кристалла

Ось кристалла совпадает с осью Y

В этом случае выражения (1−4) примут сле-
дующий вид:
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Как видно из выражения (15), при линей-
ной x-поляризации необыкновенные лучи бу-
дут отсутствовать и будет наблюдаться толь-
ко один фокус. Эта ситуация аналогична фо-
кусировке в изотропной среде (см. строку 1  
в табл. 2). 

Из выражения (13) следует, что при нали-
чии во входящем пучке y-компоненты электри-
ческого поля появится вклад необыкновенных 
лучей, но он будет значительным только вне 
основного фокуса. Сходящийся волновой фронт 
вида (11) у необыкновенных лучей будет эллип-
тическим и приведет к астигматическому вытя-
гиванию картины во внефокальной области (см. 
строку 2 в табл. 2).

Таблица 2. Распределение интенсивности (негатив) при фокусировке равномерного пучка перпен-
дикулярно оси кристалла, которая направлена вдоль оси Y, f = 100λ

Поляризация
Продольная картина 

(10λ×80λ)

Поперечные картины (10λ×10λ)

z = 83λ z = 100λ z = 124λ 

x-линейная

круговая



27“Оптический журнал”, 82, 4, 2015

Ось кристалла совпадает с осью X

В этом случае выражения (1−4) примут сле-
дующий вид:
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òò

òò

E

W E

W E

   (19)

2 2 2
0

2 2 21 1
1

0 0

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

R u x y z

R u x y z

ν

ε εν
ε ε

= - + - +

= - + - +
    (20)

( )

( )( ) ( )

0 2
0

2

2 00 0

0 0

1, ,

,,

αβα β
ε α

αβ β
γ α βγ α β ε α

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷=ç ÷ç ÷ç - ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷- -ç ÷ç ÷ç ÷- ÷çè ø

W

( )

( )

1 2
0

1
2

0

1 0

0

0

, ,

,

αβα β
ε α
αγ α β

ε α

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷-ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷ç -è ø

W           (21)

( )

( )

2 2
0 0

2
21

1 1
0

, ,

, ,

γ α β ε α β

ε αγ α β ε β
ε

= - -

= - -
           (22)

0
0

0

0
0

0

( )

,
( )

c

c

u x

R

y

R

ε
α

ε ν
β

ìï -ïï =ïïïíï -ïï =ïïïî

  

0
1

1

1
1

0 1

( )

.
( )

c

c

u x

R
y

R

ε
α

ε νβ
ε

ìï -ïï =ïïïíï -ï =ïïïïî

   (23)

Как видно из выражения (21), необыкновен-
ные лучи будут отсутствовать при линейной 
y-поляризации поля падающего пучка. То есть 
ситуация симметрична предыдущему случаю. 
В случае же линейной x-поляризации поля па-
дающего пучка будут наблюдаться как обык-
новенные, так и необыкновенные лучи с астиг-
матическим вытягиванием картины вдоль раз-
личных осей (см. строку 1 в табл. 3). 

При круговой поляризации, когда во вхо-
дящем пучке присутствуют обе компоненты 
электрического поля, обыкновенные лучи бу-
дут формировать осесимметричную картину и 
основной фокус, а необыкновенные лучи обе-
спечивают энергию во внефокальной области  
с астигматическим распределением (см. стро- 
ку 2 в табл. 3).

Таблица 3. Распределение интенсивности (негатив) при фокусировке равномерного пучка перпен-
дикулярно оси кристалла, которая направлена вдоль оси X, f = 100λ

Поляризация
Продольная картина 

(10λ×80λ)

Поперечные картины (10λ×10λ)

z = 89λ z = 100λ z = 106λ 

x-линейная

круговая
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Фокусировка в кольцо

Приведенные выше исследования показали, 
что фокусировка вдоль оси кристалла интерес-
на с точки зрения формирования двух разде-
ленных осевых фокусов. 

В полярных координатах выражения (6−10) 
примут следующий вид:
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Из выражения (25) следует, что присутствие 
во входящем пучке сходящегося тороидального 
волнового фронта вида

( ) ( )2 2
0 0

2
expr i r f

πψ ε ρ
λ

ì üï ïï ï= - - +í ýï ïï ïî þ
      (29)

приведет к формированию приблизительно 
кольцевого фокуса в плоскости z = f в случае 
обыкновенных лучей. фокус необыкновенных  
лучей будет смещен вдоль оптической оси про-
порционально отношению диэлектрических 
проницаемостей.

Заметим, что даже при осевой симметрии 
падающего излучения фокусировка в равномер-
ное кольцо невозможна.

В табл. 4 приведены результаты фокусиров-
ки равномерного пучка с различной поляриза-
цией при использовании сходящегося волново-
го фронта (29) с f = 100λ и ρ0 = 10λ. 

Таблица 4. Распределение интенсивности (негатив) при фокусировке равномерного пучка вдоль 
оси кристалла, f = 100λ, ρ0 = 10λ

Поляризация
Продольная картина 

(40λ×150λ)

Поперечные картины (30λ×30λ)

z = 50λ z = 100λ z = 350λ 

x-линейная

круговая
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Острая фокусировка вихревых пучков

В рамках параксиального приближения 
формирование кольцевого распределения так-
же возможно либо при использовании цилин-
дрических пучков с радиальной и азимуталь-
ной поляризацией [7], либо вихревых пучков  
с однородной поляризацией [12]. 

В работе [8] рассмотрена острая фокусировка 
вихревых пучков с радиальной и азимутальной 
поляризацией, однако если задачей является 
генерация на оптической оси продольной ком-
поненты электрического поля, то целесообраз-
но вносить вихревую фазовую сингулярность  
в однородно поляризованный пучок [9].

На рис. 2 приведено распределение интенсив-
ности вдоль оси распространения для f = 20λ  
при фокусировке плоского и вихревого излуче-
ния в кристалле рутила. В случае фокусировки 
плоского пучка в кристалле формируются два 
последовательно расположенных фокуса. Рас-
четное значение положения необыкновенного 
фокуса (f1 = 25,6λ) оказалось на 4% больше, 

чем теоретически предсказанное (f1 = 24,6λ). 
При использовании вихревого пучка на опти-
ческой оси остается только фокус необыкновен-
ных лучей, так как только у них имеется про-
дольная компонента электрического поля (см. 
выражение (8)). 

В табл. 5 приведены продольные распреде-
ления общей интенсивности и продольной ком-
поненты электрического поля в плоскости x = 0  

Таблица 5. Продольное распределение интенсивности (негатив) при фокусировке плоского и вих-
ревого пучков в анизотропной среде (f = 20λ, размер картин 4λ×20λ)

Поляризация Тип пучка Общая интенсивность Интенсивность z-компоненты

x-линейная

плоский

вихревой

круговая

плоский

вихревой

3000

2000

1000

0
15                 20                  25                  30                  z/λ

I/I0

1

2

Рис. 2. Распределение нормированной интен-
сивности вдоль оси распространения для f = 20λ  
при фокусировке плоского (1) и вихревого (2) 
излучений в кристалле рутила.
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при различных типах фазы и поляризации па-
дающего пучка. Видно, что влияние поляриза-
ции сказывается в меньшей степени на струк-
туру пучков, чем наличие фазовой сингуляр-
ности. Острая фокусировка вихревых пучков  
с однородной поляризацией приводит к фор-
мированию во втором фокусе продольной ком-
поненты на оптической оси. При круговой по-
ляризации наблюдается наибольшее усиление 
продольной компоненты. 

В табл. 6 приведено поперечное распределе-
ния общей интенсивности электрического поля 
в плоскостях, соответствующих первому и вто-
рому фокусам, а также минимуму интенсив-
ности между ними при различных типах фазы 
и поляризации падающего пучка. Как видно, 
при линейной поляризации круговая симме-
трия нарушена, и картина интенсивности будет 
вращаться вместе с плоскостью поляризации. 
При наличии вихревой фазы во втором фокусе 
в центре возникает ненулевое значение, связан-
ное с формированием продольной компоненты. 

Таблица 6. Поперечное распределение интенсивности (негатив) при фокусировке плоского и вих-
ревого пучков в анизотропной среде (f = 20λ, размер картин 2λ×2λ)

Поляризация Тип пучка z = 20λ z = 22,4λ z = 25,6λ 

x-линейная

плоский

вихревой

круговая

плоский

вихревой

Из-за этого при круговой поляризации второй 
фокус имеет практически плоскую вершину.

Отметим также, что при существенно острой 
фокусировке между фокусами не формируется 
ярко выраженного кольцевого распределения. 
Более наглядно это показано на рис. 3, где при-
ведена продольная структура формируемых 
световых распределений.

(а)                                         (б)

Рис. 3. Продольная структура световых рас-
пределений для f = 20λ при фокусировке пло-
ского (а) и вихревого (б) излучений с круговой 
поляризацией в кристалле рутила (размер 
картин 8λ×20λ).
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Заключение

В работе получены следующие основные ре-
зультаты.

При острой фокусировке однородно поля-
ризованного излучения вдоль оси кристалла 
происходит формирование двух фокусов, со-
ответствующих обыкновенным и необыкно-
венным лучам. При линейной поляризации 
падающего излучения круговая симметрия в 
фокальной области нарушается, а при исполь-
зовании круговой поляризации структура фор-
мируемых распределений остается осесиммет- 
ричной.

При фокусировке перпендикулярно оси кри-
сталла обыкновенные лучи формируют фокус, 
а необыкновенные лучи формируют астигма-
тическое распределение во внефокальной об-
ласти. Если при этом ось кристалла перпенди-
кулярна также и плоскости поляризации пада-
ющего пучка, то формируемое распределение 
будет аналогично распределению в изотропной  
среде.

Кольцевое распределение можно формиро-
вать как с помощью тороидального сходящего-
ся волнового фронта, так и при наличии в пада-
ющем пучке вихревой фазы.

В режиме острой фокусировки вихревых пуч-
ков нулевое значение интенсивности формирует-
ся только в центре фокуса обыкновенных лучей, 
в центре же фокуса необыкновенных лучей появ-
ляется продольная компонента электрического 
поля, вклад которой тем больше, чем острее фо-
кусировка. Также энергия продольной компонен-
ты зависит от типа поляризации − при круговой 
поляризации наблюдается большее усиление, 
чем при линейной. В этом случае интенсивность 
продольной компоненты сравнима с интенсив-
ностью поперечных компонент, что приводит  
к формированию фокуса с плоской вершиной. 

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных 
исследований (гранты РФФИ 13-07-00266,  
13-07-97004р_поволжье_а, “Мой первый грант” 
14-01-31401 мол_а) и Министерства образова-
ния и науки Российской Федерации.
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