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Как известно, при выполнении фазовых изме-
рений ключевым моментом является правиль-
ность оценки мгновенного наклона волнового 
фронта (ВФ). Это имеет место как при прове-
дении фазовых измерений как таковых, так 
и при оценке радиуса Фрида, или интеграль-
ной турбулентности по измерениям наклонов 
ВФ. Рассмотрим возможные способы оценки 
случайных наклонов ВФ. Это важно как с точ-
ки зрения проведения измерений уровня тур-
булентности, так и для задач адаптивной кор-
рекции искажений. 

СПОСОБЫ ОЦЕНКИ НАКЛОНА 
ВОЛНОВОГО ФРОНТА
Правильность измерения и оценки наклона 
ВФ была всегда интересна и этот вопрос сто-
ял на повестке дня еще в начале 80-х гг. ХХ в. 
При этом всегда возникала необходимость по-
иска наиболее простых алгоритмов определе-
ния [1, 2] наклона ВФ. К одному из таких спо-
собов относится измерение смещения центра 

тяжести изображения, формируемого линзой, 
отнесенное к ее фокусному расстоянию [3, 4]. 
Этот способ измерения смещения изображе-
ния дает количественную характеристику на-
клона как вектора поворота фазового фронта ρ 
по отношению к двум осям X и Y согласно сле-
дующей формуле:
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Здесь W(x, y) — аналитическая функция, опи-
сывающая апертуру приемного устройства, 
F  — фокусное расстояние приемного устрой-
ства (линзы), S(x, y)  — фазовые флуктуации  
в оптической волне, k  —  волновое число из-
лучения.

Можно воспользоваться еще одной инте-
гральной величиной, связанной с наклоном фа-
зового фронта и с флуктуациями интенсивно-
сти в поперечном сечении пучка и называемой 
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смещением энергетического центра тяжести 
пучка [5–7],

	 2 ( , ) / ( , ).Ñ d I x y dxdyI x yρ= ∫∫ ∫∫ρ ρ 	  (2)

Здесь I(x, y) — распределение плотности мощ-
ности излучения, пришедшего на апертуру.

Это смещение, отнесенное к пройденному  
в среде расстоянию X, также характеризует слу-
чайный наклон ВФ. На основе расчета взаимной 
корреляции <rFrC> в работе [8] было показано 
наличие существенной статистической связи 
этих определений случайного наклона ВФ.

Есть еще одно определение наклона ВФ  
[9, 10], в котором используются разложение 
фазы оптического источника (пучка) в пло-
скости приема по полиномам Цернике и вы-
деление из всевозможных аберраций состав-
ляющих, соответствующих углам наклона 
фазового фронта как целого, а именно

( , ) / ( , ),õ dxdyxS x y dxdyS x yφ = ∫∫ ∫∫

	 ( , ) / ( , ).y dxdyyS x y dxdyS x yφ = ∫∫ ∫∫ 	  (3)

Безусловно, для того чтобы получить эти 
составляющие наклона, необходимо иметь 
данные измерений фазы в пределах всей следя-
щей апертуры. В настоящее время эти данные 
можно легко получить при применении дат-
чика ВФ (ДВФ) типа Шэка–Гартмана (Ш–Г). 
Поскольку этому вопросу впервые уделили 
внимание еще в 80-х гг., когда датчики Ш–Г 
еще не были так распространены, как сейчас, 
было исследовано еще одно определение [9] на-
клона фазового фронта

2 0( , )[ ( , ) ] , , .
i

d rW x y S x y i x y
β

r∂
− = =

∂ ∫∫ β  (4)

При этом было показано, что наклон фазово-
го фронта согласно формуле (4) представляет 
собой наилучшее в смысле минимума средне-
квадратичного отклонения βr от фазы волны 
S(x, y) приближение в пределах апертуры, 
описываемой функцией W(x, y). Для симме-
тричной следящей апертуры W(x, y) определе-
ние (4) вектора угла наклона β(βx, βy) сводится 
к виду

2 3( , ) ( , ) / ( , ),d r W x y S x y drr W x y= ∫∫ ∫∫rβ    (5)

что соответствует представлению его состав-
ляющих как второй и третьей моды полино-
мов Цернике [9].

В монографии [8] (см. параграфы 5.3, 5.4) на 
основе аналитических расчетов было показа-
но, что оценки наклонов ВФ по формулам (1)–
(5) подобны, а рассчитанные соответствующие 
дисперсии совпадают. Первая публикация,  
в которой указывается тождественность оце-
нок наклона ВФ различными методами (1)–
(5), была выпущена еще в 1979 г. [10], позже 
был выполнен первый эксперимент [11]. В этой 
работе [11] была сделана коррекция направле-
ния распространения лазерного пучка по от-
слеживанию случайного смещения опорного 
изображения. При проведении коррекции на-
правления распространения лазерного пучка 
в атмосфере оптимальный сигнал определял-
ся путем минимизации следующего функ- 
ционала:

	
1 32 /( / )min .C

F
a R

X F
α −  < − >  

ρ ρ 	  (6)

Здесь а  — размер оптического пучка, 2R  — 
диаметр приемного устройства (линзы), α  — 
коэффициент связи, X  — дистанция распро-
странения лазерного пучка, скобки <...> обо-
значают операцию усреднения по ансамблю 
турбулентных флуктуаций.

В работе [11] при измерениях использова-
лось оригинальное следящее устройство, по-
строенное на основе оптико-электронного при-
емника на диссекторе ЛИ-609 [12]. 

Воспользуемся определениями наклона ВФ 
вида (1)–(5) и сравним соответствующие дис-
персии <r2

F>, <r2
C>, <β2>. Как показано в ряде 

работ [5, 8, 11, 13], соответствующим выбором 
размера апертуры можно обеспечить равен-
ство следующих величин: <r2

F>/F2, <r2
C>/X2, 

<β2>/X2. Отметим, что коэффициент связи α 
в выражении (6) подбирался из условия мини-
мума смещения оптического пучка с учетом 
того, что смещения самого пучка и изображе-
ния [8, 13] происходят в противофазе. 

В настоящее время, судя по свежим науч-
ным публикациям [14–18], налицо явная ак-
тивность по использованию различных опре-
делений при оценке наклонов ВФ. Причем по-
явилась даже специальная терминология  —  
G-наклоны и Z-наклоны. Так, наклоны, со- 
ответствующие разложению фазового фронта  
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по полиномам Цернике, получили название  
Z-наклоны. При этом Z-наклон  — это на-
правление, нормальное к плоскости ВФ, а 
G-наклон  — нормаль к среднему от локаль-
ных наклонов. Есть оптические датчики, ко-
торые измеряют G-наклоны, а есть — дающие 
оценки Z-наклонов. В статье [17] приведено 
выражение для спектров наклонов двух ком-
понент (x и y) G- и Z-наклонов. Автор [17] от-
мечает важность определения типа наклонов: 
G-наклон или Z-наклон определяет датчик.  
В то же время один из самых важных выво-
дов заключается в том, что наклоны ВФ, вы-
численные на основе различных определений, 
имеют одинаковую дисперсию. Это было пока-
зано аналитически еще в 80-х гг., а сейчас это 
подтверждено в работе [18] на основе числен-
ных расчетов.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ МЕТОД ОЦЕНКИ 
ПАРАМЕТРА ФРИДА
Известно, что измерения случайных наклонов 
традиционно используют для измерения уров-
ня турбулентности. Оценку параметра (радиу-
са) Фрида r0 согласно работам [19, 20] можно 
провести на основе измерения квадрата раз-
ности локальных наклонов ВФ на двух суб- 
апертурах, разнесенных в плоскости входно-
го зрачка телескопа. Применение такого диф-
ференциального метода измерений позволяет 
уменьшить ошибку определения r0, связан-
ную с вибрацией элементов конструкции те-
лескопа. Для вычисления радиуса Фрида ис-
пользуется дисперсия измеренных разностей 
локальных наклонов ВФ s2

α1–α2
 на двух суб- 

апертурах, которая усреднялась по ансамблю 
большого количества изображений
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где λ — длина волны излучения, D — размер 
субапертуры, d  — расстояние между центра-
ми субапертур.

Используемые в ряде работ (см. [21, 22]) 
формулы для оценки радиуса Фрида соответ-
ствуют измерениям G-наклона. Для реализа-
ции дифференциального метода в этом случае 
используются измеренные наклоны в двух 

разнесенных субапертурах датчика Ш–Г. 
Оценка параметра Фрида делается по дан- 
ным измерений дисперсии разности смеще-
ний в двух разнесенных субапертурах датчи-
ка, согласно следующим формулам:
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В работе [22] были выполнены оценки ра-
диуса Фрида по данным измерений наклонов 
для трассовых экспериментов в атмосфере. 
Дифференциальный метод основывается на 
измерении дисперсии дрожания изображения 
на двух субапертурах и использует следую-
щую расчетную формулу:

	 5 32 2 1 3
0

//
, , ,l t l tK D rσ λ −−= 	 (9)

где s2
l,t  — дисперсия дрожания изображе-

ния в продольном и поперечном направлени-
ях, Kl,t — коэффициенты, которые зависят от 
типа измеряемого наклона ВФ, D — диаметр 
субапертуры, r0  — параметр Фрида (радиус 
когерентности для плоской оптической вол-
ны), использующийся как величина, харак-
теризующая среднюю оптическую турбулент-
ность по трассе распространения оптического 
излучения. 

В работе [22] было отмечено, что классиче-
ский ДВФ Ш–Г измеряет G-наклоны. Поэтому 
в созданном в этой работе измерителе перпен-
дикулярная и продольная составляющие дро-
жания определяются как

   
1 3 7 30 340 1 0 570 0 040/ /, ( , , ),lK b b− −= − − 	 (10)

   1 3 7 30 340 1 0 855 0 030/ /, ( , , ),tK b b− −= − − 	 (11)

где коэффициент b = d/D. 
Следует особо отметить работу [23], в ко-

торой были получены формулы для расчетов 
уровня турбулентности с использованием раз-
личных датчиков, в том числе использующих 
некогерентные источники. Используя выпол-
ненные в этой работе расчеты, можно оценить 
правильность работы дифференциального из-
мерителя турбулентности, основанного на ис-
пользовании сигнала от ДВФ Ш–Г. Речь идет 
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о корреляционном датчике Ш–Г, когда он ра-
ботает в режиме дифференциального измери-
теля. В этом случае дифференциальную схему 
образуют несколько пар субапертур датчика 
Ш–Г с различным их разнесением. 

Работа такого датчика эквивалентна следу-
ющей схеме наблюдения: на наклонной астро-
номической трассе имеется некогерентный 
протяженный источник излучения некоторого 
углового размера. При наблюдении Солнца та-
ким объектом может быть, например, солнеч-
ная пора, солнечное пятно или край солнечного 
диска. Выделим две одинаковые разнесенные 
субапертуры в корреляционном датчике Ш–Г. 
Для простоты дальнейшего анализа эти прием-
ные субапертуры будем считать одинаковыми 
и имеющими гауссову форму, а турбулентность 
будем описывать колмогоровской моделью. 

Известно, что дифференциальный изме-
ритель фактически измеряет средний ква-
драт разности случайных смещений двух 
изображений, характеризующихся двумя 
векторами смещения центра тяжести ρ1 и 
ρ2 двух изображений, т.е. измеряет струк-
турную функцию случайных углов прихода  
D(ρ1, ρ2) = <[ρ1 – ρ2]2>. В работе [23] для дис-
персии разности <[ρ1 – ρ2]2> было получено 
следующее выражение:
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где Г(1/6) — гамма-функция, А0 = 0,033, 
C2

n(h) — вертикальный профиль структурного 
параметра показателя преломления, h — вы-
сота над подстилающей поверхностью, θ — зе-
нитный угол наблюдения, α0  — угловой раз-
мер некогерентного источника излучения, 

1F1(1/6, 1; –x)  — вырожденная гипергеоме-
трическая функция Гаусса.

Выражение (12) можно анализировать с точ-
ки зрения влияния размера некогерентного 
протяженного источника на данные измере-
ний, получаемых с помощью этого датчика. 
Чтобы максимально упростить анализ, при-
ведем только случай вертикальных трасс,  

т.е. когда угол θ = 0°, положим также началь-
ную высоту h0 = 0, тогда имеем
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В случае сферической волны (точечный ис-
точник), когда параметр α0 = 0, выражение 
(13) переходит в следующее:
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В наиболее интересном для практики слу-
чае, когда разнос субапертур d > D, получаем 
из формулы (14) выражение
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	  (15)

Это выражение уже практически совпадает 
с расчетами других авторов (формулы (7), (8)) 
и дает простую формулу для вычисления ра-
диуса Фрида по данным измерений дрожания 
изображения на астрономических трассах. 

В более ранних публикациях [18] при раз-
работке дифференциального измерителя ин-
тегрального значения структурной постоян-
ной показателя преломление при расчетах бы-
ла использована следующая формула:

	 2 2 2 1 30 191 ì /( ) , ( ),n tC l dl Sσ=∫ 	  (16)

где σt
2 — дисперсии разности измеряемых сме-

щений двух изображений в направлении раз-
носа входных субапертур, S (радиан/пиксел) — 
угловой масштаб (размер) пиксела сенсора 
камеры (получается при калибровочных из-
мерениях), l  — переменная интегрирования. 
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Параметры измерителя  — диаметр суба-
пертур и расстояние между их центрами, вхо-
дят в коэффициент в правой части формулы 
(16). Она получена в предположении, что сме-
щения каждого изображения вызваны сред-
ними по входным субапертурам наклонами 
ВФ падающего излучения, а взаимная корре-
ляция угловых смещений двух изображений 
выражается через структурную функцию фа-
зы падающего на измеритель излучения

	 5 3
06 88 /, ( / ) ,D d rφ = 	 (17)

где d — расстояние между центрами входных 
субапертур, r

0
 — радиус Фрида.

Суммировав результаты исходя из формул 
(8), (9), (13), (16), получим, что согласно ре-
зультатам работ [19, 20] для оценки параметра 
Фрида используется формула
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из статьи [22] оценка G-наклонов дает 

	

2

1 3
5 3 1 32

00 34 1 0 57
/

/ /

( ) /

, ,

D d F

d
r D

D
λ

−
− −

≈

   ≈ −    

	 (19)

и из работы [23] 
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	 (20)

Как видно из сравнения формул (18)–(20), 
различные способы оценки дают практически 
одинаковые результаты для дисперсии слу-
чайных наклонов ВФ.

РАСЧЕТ РАСТРОВ  
ДЛЯ ДАТЧИКА ШЭКА–ГАРТМАНА
Как известно, в настоящее время наиболее 
употребительный способ измерения накло-
на ВФ реализуется при использовании дат-
чика Ш–Г. Оценка параметра Фрида также 
проводится на основе применения ДВФ Ш–Г.  

Однако при применении такого датчика воз-
никает задача по расчету параметров микро-
линзового растра, используемого в этом дат-
чике, а именно размера и фокусного рассто-
яния отдельной микролинзы. При расчетах 
этих параметров будем исходить из следую-
щих параметров оптической задачи:

DWFS — входной диаметр апертуры датчика,
N×M — заданное число разбиений входной 

апертуры на линзовом растре, 
D = DWFS/N  — размер субапертуры (по  

оси x) на входе в ДВФ,
Ds — размер сенсора камеры датчика,
ds = Ds/N — размер субапертуры на сенсоре 

камеры,
g = Ds/DWFS = ds/d  — масштаб уменьше-

ния оптической системы, согласующей размер 
сенсора камеры и входную апертуру ДВФ,

λ — длина волны излучения.
Также введем параметры, характеризую-

щие оптический микрорастр, а именно 
N×M  — количество элементов линзового 

растра, 
dl — размер микролинзы,
F — фокусное расстояние линзы.
Как правило, предполагается, что размер 

субапертуры всегда больше размера микро-
линзы, т.е. ds > dl, и только при 100%-ом за-
полнении матрицы микролинз размер микро-
линзы равен размеру субапертуры на матри-
це, т.е. ds = dl.

Существует ГОСТ [23], который позволяет 
получить оценку максимального измеряемого 
с помощью ДВФ продольного градиента ВФ 
(или предельного угла βx,max) согласно следу-
ющей формуле:

	 s

l
1 22 tg

2 ,max, .x
d
F d

λ β− = 	  (21)

На основании выводов теории распростра-
нения волн в турбулентной атмосфере [2, 5] 
этот максимальный угол βx,max можно выра-
зить через среднеквадратическое отклонение 
центра тяжести волны, искаженной действи-
ем турбулентности, следующим образом:
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	 (22)

Здесь был взят 95%-й доверительный интер-
вал для наиболее вероятного турбулентно-
го отклонения угла, r0  — параметр Фрида  
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оптической задачи. Поскольку этот пре-
дельный угол (22) мал (в реальных услови-
ях атмосферной турбулентности он не пре-
вышает нескольких градусов дуги), поэто-
му значение тангенса угла можно заменить 
на размер самого угла. Тогда, преобразуя вы-
ражение (21), получаем, что оптимальное фо-
кусное расстояние микролинз должен быть  
не более, чем 
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	 (23)

При 100%-ом заполнении матрицы, когда 
размер микролинзы равен расстоянию между 
элементами матрицы растра, т.е. когда ds = dl, 
выражение (23) перепишется как 
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Таким образом, во избежание перекрытия 
фокальных пятен из соседних субапертур 
необходимо, чтобы фокусное расстояние ми-
кролинзы было не больше, чем F = ds

2/2,44λ. 
Дальнейшее уменьшение фокусного расстоя-
ния позволяет расширить угловой динамиче-
ский диапазон, но при этом происходит воз-
растание неопределенности самих фазовых 
измерений.

Приведем здесь оценки некоторых предель-
ных случаев выбора значения фокусного рас-
стояния микролинзы

– когда параметр Фрида r0 достаточно ве-
лик, т.е. в режиме «слабых» флуктуаций,
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– когда параметр Фрида r0 мал, т.е. в режи-
ме «сильных» флуктуаций,
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Причем предельное малое фокусное рассто-
яние будет тогда, когда размер субапертуры  

D = r0<(λX)1/2, а именно оно оказывается рав-
ным
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X — дистанции распространения. 
Можно еще уточнить выражение (24) в ус-

ловиях, когда размер субапертуры на входе 
в датчик Ш–Г принимается равным размеру 
параметра Фрида (точнее радиусу когерент-
ности на длине волны излучения), т.е. когда  
D = r0, тогда имеем
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Следует отметить, что наиболее корректно 
предварительно пересчитать значение пара-
метра Фрида, представляющего собой радиус 
когерентности поля на длине волны 0,555 мкм, 
на рабочую длину волны согласно формуле 
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Именно это значение радиуса когерентно-
сти необходимо использовать в формуле (22) 
при расчетах. Следует также заметить, что 
значительное уменьшение фокусного расстоя-
ния по сравнению с F = ds

2/2,44λ существенно 
уменьшает [22, 23] точность измерения ВФ. 
Повышения точности измерений можно до-
биться увеличением числа элементов матрицы 
микролинз, однако следует иметь в виду сле-
дующее: существенное уменьшение размера 
субапертуры D на входе в ДВФ по сравнению 
с первой зоной Френеля ((λX)1/2) на дистанции 
распространения протяженностью X приво-
дит к проявлению амплитудных флуктуаций 
[24], которые вызывают флуктуации потока 
оптического излучения через отдельную суба-
пертуру. А это дает дополнительные ошибки  
в фазовых измерениях и, прежде всего, накло-
на ВФ, что в итоге делает практически невоз-
можными корректные измерения с помощью 
ДВФ Ш–Г.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выбор наилучшего способа оценки накло-
на волнового фронта светового поля остает-
ся достаточно актуальной темой современных 
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исследований как оптики атмосферы, так и 
адаптивной оптики. При этом общие рекомен-
дации отсутствуют, а существует целый ряд 
способов определения наклона волнового фрон-
та. Для его измерения широко применяются 
датчики волнового фронта типа Шэка–Гартма-
на. При построении такого датчика возника-
ют противоречивые требования к самому дат-
чику: необходимо согласовать широкий диа-
пазон измеряемых углов наклона и обеспечить 
точность отдельного измерения. Это решается 
путем согласования геометрических параме-
тров микрорастра датчика  — размера его су-

бапертуры и фокусного расстояния микролин-
зы. В работе были получены простые выраже-
ния для расчета как размера микролинзы, так 
и ее фокусного расстояния для работы датчи-
ка волнового фронта в турбулентной атмосфе-
ре. При этом были использованы выводы тео-
рии распространения волн в случайно-неодно-
родных средах. 

Работа выполнена в рамках государствен-
ного задания ИОА СО РАН при частичной 
финансовой поддержке ГК «Росатом» (проект 
ЕОТП-ЛТ-386) в рамках научной программы 
Национального центра физики и математики.
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