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Ââåäåíèå

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèãíà-
ëîâ îêåàíîëîãè÷åñêèõ ëèäàðîâ âîçíèêëà îäíî-
âðåìåííî ñ ïîÿâëåíèåì òàêèõ ñèñòåì â 60-õ ãîäàõ
ïðîøëîãî âåêà [1]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì – áà-
òèìåòðè÷åñêèì íàçíà÷åíèåì îêåàíîëîãè÷åñêèõ ëè-
äàðîâ, ñîçäàâàåìûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èñïîëü-
çîâàëèñü äëÿ îöåíêè ìàêñèìàëüíîé èçìåðÿåìîé ãëó-
áèíû äëÿ êîíêðåòíîé ëèäàðíîé ñèñòåìû ïðè
çàäàííûõ îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìîðñêîé
âîäû è äëÿ îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ëèäàðîâ [2, 3].
Íîâûå çàäà÷è ëèäàðíîãî çîíäèðîâàíèÿ îêåàíà,
âêëþ÷àþùèå ïðîáëåìó âîññòàíîâëåíèÿ îïòè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ñðåäû ïî ëèäàðíîìó îòêëèêó [4–6],
ñóùåñòâåííî ïîâûñèëè òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Ïåðâàÿ ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïè-
ñûâàþùàÿ ìîùíîñòü S(t) ñèãíàëà îáðàòíîãî óïðó-
ãîãî ðàññåÿíèÿ îò òîëùè âîäû ïðè çîíäèðîâàíèè â
íàäèð àâèàöèîííûì ëèäàðîì, èìååò âèä [7, 8]
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Çäåñü t – âðåìÿ, ïðè÷åì t = 0 ñîîòâåòñòâóåò ìîìåí-
òó ðåãèñòðàöèè ñèãíàëà îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè,
W – ýíåðãèÿ çîíäèðóþùåãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà ñ
ó÷åòîì îñëàáëåíèÿ íà àòìîñôåðíîé òðàññå è ïðî-
ïóñêàíèÿ ïðèåìíîé ñèñòåìû, T – ôðåíåëåâñêîå ïðî-
ïóñêàíèå ãðàíèöû ðàçäåëà âîäà–âîçäóõ, Σ0 – ïëî-
ùàäü çðà÷êà ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà, βπ – ïîêàçàòåëü

îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ìîðñêîé âîäû, v – ñêîðîñòü ñâå-
òà â âàêóóìå, N – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìîðñêîé
âîäû, H0 – âûñîòà ëèäàðíîãî íîñèòåëÿ íàä óðîâíåì
ìîðÿ, Ksys – òàê íàçûâàåìûé ñèñòåìíûé ïîêàçàòåëü
îñëàáëåíèÿ.

Ìîäåëü (1) ñ Ksys = ñ, ãäå ñ – ïîêàçàòåëü îñëàáëå-
íèÿ èçëó÷åíèÿ â âîäíîé ñðåäå (çäåñü è äàëåå äëÿ
ïåðâè÷íûõ ãèäðîîïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èñïîëü-
çóþòñÿ ìåæäóíàðîäíûå îáîçíà÷åíèÿ), ñïðàâåäëèâà
â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íàçàä òîëü-
êî äëÿ “òî÷å÷íûõ” èçëó÷àòåëÿ è ïðèåìíèêà ñ áåñêî-
íå÷íî óçêèìè äèàãðàììàìè íàïðàâëåííîñòè. Ïî-
ïûòêà îáîáùåíèÿ ìîäåëè íà ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ çà
ñ÷åò îáúÿâëåíèÿ ñèñòåìíîãî ïîêàçàòåëÿ îñëàáëåíèÿ
Ksys “âòîðè÷íîé ãèäðîîïòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé”
[7, 8] îêàçàëàñü ìàëîýôôåêòèâíîé ââèäó îáíàðóæåí-
íîé çàâèñèìîñòè Ksys îò ãëóáèíû äàæå â îäíîðîä-
íîé ìîðñêîé âîäå [7].

Ïðèíöèïèàëüíûé ïðîãðåññ â ðàçðàáîòêå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ ñâÿ-
çàí ñ ðàáîòàìè Ë.Ñ. Äîëèíà è äð. [9, 10], â êîòîðûõ
áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü “ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ
âïåðåä – îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ íàçàä”, îñíîâû-
âàþùàÿñÿ íà àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ ïå-
ðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) â ìîðñêîé âîäå â ïðèáëè-
æåíèè ìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòà ìîäåëü áûëà äà-
ëåå äîâåäåíà äî óðîâíÿ ñïðàâî÷íûõ ôîðìóë äëÿ
èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòîâ [11].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíûé âûâîä ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèãíàëà íàä-
âîäíîãî (àâèàöèîííîãî èëè êîðàáåëüíîãî) îêåàíî-
ëîãè÷åñêîãî ëèäàðà, îñíîâûâàþùåéñÿ íà òåîðèè
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Ë.Ñ. Äîëèíà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ [11] çà ñ÷åò ñíÿòèÿ ñóùå-
ñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ïîëå çðåíèÿ ïðèåìíîé
ñèñòåìû ëèäàðà, ÷òî ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü âàæíûé
ñëó÷àé óçêîïîëüíîé ñèñòåìû [12, 13]; êðîìå òîãî,
ó÷èòûâàåòñÿ îòêëîíåíèå îïòè÷åñêîé îñè ëèäàðà îò
âåðòèêàëè (íàêëîííîå çîíäèðîâàíèå), òèïè÷íîå äëÿ
àâèàöèîííûõ ñèñòåì.

Ëèäàðíîå óðàâíåíèå

Ñõåìà ëèäàðíîãî çîíäèðîâàíèÿ äëÿ àâèàöèîí-
íûõ ñèñòåì âñåãäà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ìîíîñòàòè÷åñ-
êîé, â êîòîðîé îïòè÷åñêèå îñè èçëó÷àòåëÿ è ïðèåì-
íèêà ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, ïðàêòè÷åñêè âñåãäà
èñïîëüçóåòñÿ ñêàíèðîâàíèå, òàê ÷òî îñü ëèäàðà îò-
êëîíÿåòñÿ îò âåðòèêàëè íà (ïîñòîÿííûé èëè èçìå-
íÿþùèéñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó) óãîë çàêëîíà θa,
îáû÷íî íå ïðåâûøàþùèé 20°. Íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ
óãëà çàêëîíà â ñî÷åòàíèè ñ ìàëîé ðàñõîäèìîñòüþ
çîíäèðóþùåãî ëàçåðíîãî ïó÷êà è óçêèì ïîëåì çðå-
íèÿ ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà (â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ
ïëîñêèé óãîë ïîëÿ çðåíèÿ ñîñòàâëÿåò íå áîëüøå
40 ìðàä) ïîçâîëÿþò ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîé çàäà-
÷å äëÿ ëèäàðà â ñðåäå ñ îäíîðîäíûì ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ N, ñîâïàäàþùèì ñ ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ ìîðñêîé âîäû. Ãåîìåòðèÿ ýêâèâàëåíòíîé
çàäà÷è ÿñíà èç ðèñ. 1: èñòèííàÿ âûñîòà ëèäàðà íàä
ïîâåðõíîñòüþ âîäû H0 çàìåíÿåòñÿ íà

( )30 cos / cos ,w aH H N= θ θ                  (2)

ãäå óãîë çàêëîíà îñè ëèäàðà â âîäå θw ñâÿçàí ñ θa
çàêîíîì Ñíåëëèóñà sinθa = Nsinθw, à óãîë ðàñõîäè-
ìîñòè çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà div0 è ïëîñêèé óãîë

ïîëÿ çðåíèÿ ïðèåìíèêà FOV0 çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî, íà “ïðèâåäåííûå ê âîäå” çíà÷åíèÿ

0

0

div div cos / cos ,

FOV FOV cos / cos .
a w

a w

N

N

= θ θ

= θ θ                (3)

Ðàäèóñû ρ è R èñõîäíîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà è çðà÷êà
ïðèåìíèêà â ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å ñâÿçàíû ñ èñòèí-
íûìè çíà÷åíèÿìè ýòèõ âåëè÷èí ρ0, R0 ñîîòíîøå-
íèÿìè

0 0cos / cos , cos / cos .w a w aR Rρ = ρ θ θ = θ θ       (4)

Ââåäåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû {x, y, z} òàê, ÷òîáû
îñü Îz ñîâïàäàëà ñ îñüþ ëèäàðà â ýêâèâàëåíòíîé
çàäà÷å; r = {x, y} ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì âåêòîðîì
â ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê Îz ïëîñêîñòè (ðèñ. 1).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé áåñêîíå÷íî êîðîò-
êîãî çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà, äëÿ êîòîðîãî èñõîä-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè (ýêâèâàëåíòíîãî) çîí-
äèðóþùåãî ïó÷êà íà ïëîñêîñòè z = 0 èìååò âèä

0( , 0, , ) ( ) (0, , ), 0,E E zI t z W t I n= = δ ≥r n r n       (5)

ãäå n = {nx, ny, nz} – åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ,
W0 – ýíåðãèÿ èçëó÷àåìîãî èìïóëüñà,

2( ) (0, , ) 1,Ed d IΩ =∫ ∫n r r n                 (6)

dΩ(n) – äèôôåðåíöèàë òåëåñíîãî óãëà â íàïðàâëå-
íèè n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç I′R(0, r, n), nz < 0 íîðìèðîâàí-
íóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ (ýêâèâàëåíòíî-
ãî) ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà. Òîãäà ìãíîâåííàÿ ìîù-
íîñòü ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðàñ-
ïðåäåëåíèå ÿðêîñòè âîñõîäÿùåãî èçëó÷åíèÿ â
ïëîñêîñòè çðà÷êà ïðèåìíèêà IL(t, z = 0, r, n), nz < 0,
ôîðìóëîé
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S t d d I I t
≤

′= Σ Ω Ω∫ ∫r n r n r n  (7)

ãäå Σ è Ω – ïëîùàäü çðà÷êà è òåëåñíûé óãîë ïîëÿ
çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðèåìíèêà. Ñ ó÷åòîì (3) è
(4) èìååì

2
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(8)

Ïðåíåáðåãàÿ ðàñòÿæêîé çîíäèðóþùåãî èìïóëü-
ñà çà ñ÷åò ðàññåÿíèÿ â âîäå, ìîùíîñòü îïòè÷åñêîãî
ñèãíàëà S(t) èç (7) â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ “íàçàä” ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ëèäàðíîãî
óðàâíåíèÿ [11]

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è äëÿ íàä-
âîäíîãî ëèäàðà. Òî÷êà Î0 – èñòèííîå ïîëîæåíèå
ëèäàðà, òî÷êà Î – ïîëîæåíèå “ýêâèâàëåíòíîãî” ëè-
äàðà â ñðåäå ñ îäíîðîäíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîì-
ëåíèÿ N.

Ïîâåðõíîñòü ìîðÿ
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Çäåñü zw – ðàññòîÿíèå äî ïîâåðõíîñòè âîäû îò ëè-
äàðà âäîëü åãî îñè â ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷å (ðèñ. 1),
W = W0ημ

2 – ýíåðãèÿ çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà ñ
ó÷åòîì ïðîïóñêàíèÿ ñèñòåìû (η) è àòìîñôåðíîé
òðàññû (μ), β(z, r, n1∧ n2) – îáúåìíàÿ ôóíêöèÿ ðàñ-
ñåÿíèÿ äëÿ óãëà n1 ∧ n2 ìåæäó âåêòîðàìè n1 è n2,
IE(z, r, n) åñòü ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå z > 0 äëÿ
èñòî÷íèêà âèäà (5) íà ãðàíèöå, ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ
ÓÏÈ G(z1, r1, n1; z2, r2, n2) åñòü ÿðêîñòü â òî÷êå
{z1, r1} â íàïðàâëåíèè n1, ñîçäàâàåìàÿ ìîíîíàïðàâ-
ëåííûì òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì δ(z–z2)δ(r–r2)δ(n–n2).

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ñëó-
÷àåì îäíîðîäíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ìîðñêîé ñðåäû.
Êðîìå òîãî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèäàðíîå óðàâíå-
íèå (9) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè

t, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèäàðíîìó îòêëèêó îò ãëóáîêèõ
ñëîåâ âîäû, êîãäà ýôôåêòû ïðîõîæäåíèÿ íàêëîííî
ïàäàþùåãî âîëíîâîãî ôðîíòà ïó÷êà ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü ðàçäåëà óæå íå ñêàçûâàþòñÿ. Òîãäà îïòè÷åñ-
êèå õàðàêòåðèñòèêè ìîðñêîé ñðåäû ìîæíî ñ÷èòàòü
çàâèñÿùèìè òîëüêî îò êîîðäèíàòû z, â ÷àñòíîñòè,

1 2 1 2

1 2

( , , ) ( , )
0, ,
( ), .

w

w

z z
z z
z z

β ∧ ≡ β ∧ =

≤⎧
= ⎨β ∧ >⎩

r n n n n

n n
           (10)

Â ñèëó òåîðåìû âçàèìíîñòè äëÿ ÓÏÈ [11] ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî

(0, , ; , , ) ( , , ;0, , ),G z G z′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′− − =r n r n r n r n

ïîçâîëÿþùåå íàïèñàòü

( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2

0 0

( ) 0, ,
2

0, , ; , , ( ) ( , , ) ( , , ),

, 0.
2

z

z z

R
n

E
n n

w

vS t WT d d I
N

d d G z d z I z

tvz z t
N

′′≥

′ ≥ ≥

′′ ′′ ′ ′′ ′′= Σ Ω Ω − − ×

′ ′′ ′′ ′ ′× Ω − − − Ω β ∧ −

= + >

∫ ∫

∫ ∫ ∫

r n r n

r n r n r n n r n n r n (9)

2

0

2

0

( ) (0, , ) (0, , ; , , )

( ) (0, , ) ( , , ;0, , ) ( , , ),
z

z

R
n

R R
n

d d I G z

d d I G z I z

′′ ≥

′′≥

′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′Ω − − − − =

′′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= Ω =

∫ ∫

∫ ∫

r n r n r n r n

r n r n r n r n r n

(11)

ãäå IR(z, r, n) åñòü ðåøåíèå ÓÏÈ ñ èñòî÷íèêîì
IR(0, r, n) = I′R(0, r, –n) â ïëîñêîñòè z = 0. Ýòî ðåøå-
íèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÿðêîñòü, ñîçäàâàåìóþ
“ôèêòèâíûì” ñòàöèîíàðíûì èñòî÷íèêîì åäèíè÷íîé

ìîùíîñòè â ïëîñêîñòè z = 0 ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè
è óãëîâûìè ïàðàìåòðàìè ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà [11].
Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (9), ïðèõîäèì ê ëèäàðíîìó óðàâ-
íåíèÿ âèäà

2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) ( , , ),
2

, 0.
2

z z

E R

n n

w

vS t W T d d d I z I z
N

tvz z t
N

′≥ ≥

′ ′ ′= ΣΩ Ω Ω β ∧ −

= + >

∫ ∫ ∫r n n n n r n r n

(12)

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, òèïè÷íûé ëèäàðíûé
ïðèåìíèê èìååò äîñòàòî÷íî óçêîå ïîëå çðåíèÿ; êðî-
ìå òîãî, ðàñõîäèìîñòü çîíäèðóþùåãî ïó÷êà îáû÷-
íî ìàëà (íå áîëüøå 5–7 ìðàä). Â ñî÷åòàíèè ñ ñèëü-
íîé àíèçîòðîïèåé ðàññåÿíèÿ ñâåòà ìîðñêîé âîäîé,
ïðèâîäÿùåé ê êîíöåíòðàöèè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ

â óçêîì êîíóñå âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåãî ïó÷-
êà, ýòî ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî çàìåíèòü îáúåìíóþ
ôóíêöèþ ðàññåÿíèÿ β â (12) ïîñòîÿííûì çíà÷åíè-
åì ïîêàçàòåëÿ îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ βπ ≡ β(π). Òîãäà
ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì n, n′ óðàâ-
íåíèå (12) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
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2 2( ) ( , ) ( , ),
2

, 0,
2

E R

w

vS t W T d E z E z
N

tvz z t
N

π= ΣΩ β

= + >

∫ r r r

  
(13)

ãäå EE è ER ñóòü ðàñïðåäåëåíèÿ îñâåùåííîñòåé, ñî-
çäàâàåìûõ ÿðêîñòÿìè IE è IR,

, ,
0

( , ) ( ) ( , , ).
z

E R E R
n

E z d I z
≥

= Ω∫r n r n
          

(14)

Êðîìå òîãî, ïðèâåäåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâî-
ëÿþò èñïîëüçîâàòü äëÿ IE,R àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ÓÏÈ â ïðèáëèæåíèè ìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ [9, 11].
Äëÿ çàäàííûõ ðàñïðåäåëåíèé ÿðêîñòè ïó÷êîâ â ïëîñ-
êîñòè z = 0, IE,R(0, r, n⊥) ≡ IE,R(0, r, n), nz ≈ 1 ðåøåíèÿ
äëÿ ÿðêîñòåé IE, R(z, r, n) â ñòðàòèôèöèðîâàííîé
ðàññåèâàþùåé ñðåäå, çàïîëíÿþùåé ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî z > 0, èìåþò âèä [14]

( )2 2
, ,( , , ) ( , , )exp ,E R E RI z d d I z i ⊥= +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫r n k p k p kr pn

n⊥ = {nx, ny}, nz = 1,                   
(15)

ãäå

( )

,

,
0

( , , )

(0, , ) exp , ,

E R

z

E R

I z

I z z d

=

⎡ ⎤
= + Φ − ξ + ξ ξ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫

k p

k p k p k  
(16)

0
0

( , )( , ) ( ) ( ) ,
( ,0)

( , ) ( , ) ( ) ,

f
Q z pz p c z b z
Q z

Q z p z J p d
∞

Φ = − +

= β ϑ ϑ ϑ ϑ∫           
(17)

c(z) è bf (z) ñóòü ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ è
ïîêàçàòåëü ðàññåÿíèÿ âïåðåä, J0 – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ
íóëåâîãî ïîðÿäêà,

( ) ( )

,

2 2
,4

(0, , )

1 exp( ) exp 0, , .
(2 )

E R

E R

I

d i d i I⊥ ⊥ ⊥

=

=
π ∫ ∫

k p

r kr n pn r n

(18)

Ðàñïðåäåëåíèÿ îñâåùåííîñòåé (14) ìîãóò áûòü
çàïèñàíû, ó÷èòûâàÿ (15), â âèäå

2 2
, ,( , ) (2 ) exp( ) ( , ,0).E R E RE z d i I z= π ∫r k kr k

Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ [15], èìååì

2

6 2 *

( , ) ( , )

(2 ) ( , ,0) ( , ,0),

E R

E R

d E z E z

d I z I z

=

= π

∫
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r r r

k k k

ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ, è ëèäàðíîå óðàâíåíèå (13) ïðèíèìàåò âèä

6 2 2 *( ) (2 ) ( , ,0) ( , ,0),
2

, 0.
2

E R

w

vS t W T d I z I z
N

tvz z t
N

π= π ΣΩ β

= + >

∫ k k k

(19)

Ñëåäóÿ [9], àïïðîêñèìèðóåì îáúåìíóþ ôóíêöèþ
ðàññåÿíèÿ β(θ) â (17) äëÿ ìàëûõ óãëîâ ðàññåÿíèÿ θ
ìîäåëüíîé çàâèñèìîñòüþ

β(θ) ~ m/θexp(–mθ)                     (20)

ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì m, ñâÿçàííûì ñî
ñðåäíèì êîñèíóñîì óãëà ðàññåÿíèÿ ñîîòíîøåíèåì

m
1/2

0,142 0,132 .cos
−

⎡ ⎤= − θ⎣ ⎦ Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ

(20) â (17) äàåò

2 2
( ) (0) ,mQ p Q

m p
=

+

è èç (16), (17) ïîëó÷àåì

, ,( , ,0) (0, , ) ( ),E R E RI z I z Z z=k k k  z > zw,       (21)

ãäå

2 2 2
0

/
2

1( , ) exp

1 ,
f

h
ch

f

b m k

ch

Z z k e b m d
m k

kh khe
m m

−

−

⎧ ⎫⎪ ⎪= ξ =⎨ ⎬
+ ξ⎪ ⎪⎩ ⎭

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= + + ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫

   
(22)

h ≡ z – zw åñòü íàêëîííàÿ ãëóáèíà ðàññåèâàþùåãî
ñëîÿ âîäû, îòñ÷èòûâàåìàÿ âäîëü îñè çîíäèðóþùå-
ãî ïó÷êà. Òåïåðü ëèäàðíîå óðàâíåíèå (19) ìîæíî
ïåðåïèñàòü òàê:

( )( ) ( )( )
2 /

2
6 2 2 *( ) (2 ) exp( 2 ) 1 0, , 0, , ,

2

, 0.
2

fb m k

E w R w
v kh khS t W T ch d I h z I h z
N m m

tvh t
N

π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥= π ΣΩ β − + + + +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= >

∫ k k k k k

(23)



49“Îïòè÷åñêèé æóðíàë”, òîì 75, ¹ 5, 2008

Äàëüíåéøåå óïðîùåíèå ëèäàðíîãî óðàâíåíèÿ
òðåáóåò çàäàíèÿ êîíêðåòíîãî èñõîäíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿðêîñòè çîíäèðóþùåãî ïó÷êà è õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèåìíèêà. Ïóñòü íîðìèðîâàí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè èçëó÷àåìîãî ïó÷êà è
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðèåìíèêà â ýêâèâà-
ëåíòíîé çàäà÷å (ðèñ. 1) çàäàíû ôóíêöèÿìè

( )
22

2 2 2 2
1 40, , exp ,

div divEI
r

⊥
⊥

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟
π π ρ⎝ ⎠

nrr n    (24)

( )
2

2 2 2

0, ,

1 4 FOVexp ,
2FOV

RI

R R

⊥

⊥

′ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − χ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π ⎝ ⎠⎝ ⎠

r n

r n   
 (25)

ãäå 
1, 0,

( )
0, 0.

x
x

x
≤⎧

χ = ⎨ >⎩
 Íàïîìíèì, ÷òî èñòèííîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ÿðêîñòè èñõîäíîãî ïó÷êà è õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà â ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êîîðäèíàòàõ îòëè÷àþòñÿ îò (24), (25) çà-
ìåíîé ïàðàìåòðîâ ρ, R, div è FOV íà ρ0, R0, div0 è
FOV0, îïèñûâàåìîé ôîðìóëàìè (3), (4). Ïîäñòàâëÿÿ
(24), (25) â (18), íàõîäèì

2
4 2 2 2

12 2
4

1 div(0, , ) (2 ) exp ,
4 2

FOV2
2(0, , ) (2 ) exp ,FOV4

2

E

R

I k p
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k RI

p
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−
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⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= π −⎜ ⎟

⎝ ⎠

k p

k p  

(26)

ãäå J1 – ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåïåðü èç
óðàâíåíèÿ (23) ñ ó÷åòîì (26) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

( )
[ ]

2

2
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( ) exp 2( ) ( ),b
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WT v NS t a b h F h
z h
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+
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   (27)

ãäå
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= θ = θ θ

= −         
(28)

a è bb ñóòü ïîêàçàòåëü ïîãëîùåíèÿ è ïîêàçàòåëü ðàñ-
ñåÿíèÿ íàçàä ñîîòâåòñòâåííî è

( ) ( )2 /
2
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2 2 2 2
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12

( ) exp 2 1

exp ( ) ,
4

fb h x

fF h m b h x x

x m R J mx dx
h

∞

= Ψ − + + ×
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× − + Θ Ψ⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
 
(29)

ïðè÷åì

FOV div, .
2 2

w wz h z h
h h
+ +

Ψ = Θ =           (30)

Îáîáùåíèå ïîëó÷åííîãî ëèäàðíîãî óðàâíåíèÿ
(27) íà ñëó÷àé çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà êîíå÷íîé
äëèòåëüíîñòè íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäíîñòè. Åñëè ôîð-
ìà èçëó÷àåìîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà îïèñûâàåòñÿ
íîðìèðîâàííîé ôóíêöèåé P(t), t ≥ 0,

0

( ) 1,P t dt
∞

=∫

òî ìîùíîñòü ëèäàðíîãî ñèãíàëà äàåòñÿ ñâåðòêîé

0

( ) ( ) ,P S t d
∞

τ − τ τ∫  ïðè÷åì S(t) ïîëàãàåòñÿ íóëåì äëÿ

t < 0. Ó÷åò êîíå÷íîñòè ôóíêöèè îòêëèêà ëèíåéíîãî
ëèäàðíîãî ïðèåìíèêà äîñòèãàåòñÿ çàìåíîé P(t) íà
“ýôôåêòèâíóþ ôîðìó çîíäèðóþùåãî èìïóëüñà”, âû-
ðàæàþùóþñÿ ñâåðòêîé P(t) ñ ôóíêöèåé îòêëèêà ïðè-
åìíèêà [16].

Ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè

Äëÿ ñëó÷àÿ çîíäèðîâàíèÿ “â íàäèð” ñâÿçü ïàðà-
ìåòðîâ ýêâèâàëåíòíîé çàäà÷è ñ èñòèííûìè õàðàê-
òåðèñòèêàìè ëèäàðíîé ñèñòåìû óïðîùàåòñÿ: ïðè
θa = θw = 0 èç (2)–(4) èìååì H = H0N, div = div0/N,
FOV = FOV0/N, ρ = ρ0, R = R0. Òîãäà ëèäàðíîå óðàâ-
íåíèå (27) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

[ ]
2

2
/2

( ) exp 2( ) ( ),
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/2 ,

b
WT v N

S t a b h F h
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h vt N HN

πβ= − +
+
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  (31)

ãäå
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12

( ) exp 2 1

exp ( ) ,
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fb h x

fF h m b h x x

Rx m J mx dx
h

∞

= Ψ − + + ×

⎡ ⎤⎛ ⎞+ ρ
× − + Θ Ψ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∫
   

(32)

0 0 0 0FOV
, .

2 2
H N h div H N h

hN hN
+ +

Ψ = Θ =    (33)

Äëÿ àâèàöèîííûõ ëèäàðîâ (â îòëè÷èå îò êîðà-
áåëüíûõ) âûñîòà ïëàòôîðìû íàä ïîâåðõíîñòüþ
ìîðÿ H0 âñåãäà ìíîãî áîëüøå ãëóáèíû çîíäèðîâà-
íèÿ h; êðîìå òîãî, óãîë ðàñõîäèìîñòè div0 èñõîäíî-
ãî ïó÷êà îãðàíè÷åí ñíèçó òðåáîâàíèÿìè ëàçåðíîé
áåçîïàñíîñòè è îáû÷íî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10–5 ðàä.,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè åñòåñòâåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ
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íà ðàçìåðû ïðèåìíîé è ïåðåäàþùåé àïåðòóð ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü ïîä èíòåãðàëîì â (32)
ìîæíî çàìåíèòü íà exp(–x2m2Θ2/4). Íàêîíåö, ïîëà-
ãàÿ div0 << FOV0, ïðèõîäèì ê ëèäàðíîìó óðàâíåíèþ
(31) ñ ôóíêöèåé F âèäà

( ) ( )2 /
2

1
0

( ) ( )

exp 2 1 ( ) ,
f

DL

b h x

f

F h F h

m b h x x J mx dx
∞

≡ =

= Ψ − + + Ψ∫
(34)

÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì Ë.Ñ. Äîëè-
íà è È.Ì. Ëåâèíà, ïðèâåäåííûì â [11]. Äëÿ óçêî-
ïîëüíûõ ëèäàðíûõ ñèñòåì (ñì., íàïðèìåð, [12, 13])
ðàçëè÷èå ôóíêöèé F èç (32) è FDL èç (34) îêàçûâàåò-
ñÿ âåñüìà çàìåòíûì (ðèñ. 2).

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëó (31) ñ ïðîñòåéøåé ìîäåëüþ
(1), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ ñèñòåìíîãî ïîêà-
çàòåëÿ îñëàáëåíèÿ

( )sys
1 ln ( ).

2bK a b F h
h

= + −                (35)

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñèñòåìíîãî ïî-
êàçàòåëÿ îñëàáëåíèÿ Ksys, íîðìèðîâàííîãî íà ïîêà-
çàòåëü îñëàáëåíèÿ ñ, äëÿ øèðîêîïîëüíîãî (FOV =
= 40 ìðàä) è óçêîïîëüíîãî (FOV = 5 ìðàä) ïðèåì-
íèêîâ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî ôîðìóëàì (32), (35)
äëÿ H0 = 400 ì, div0 = 5 ìðàä, ñ = 0,57 ì–1, bf = 0,4 ì–1

è m = 8; èç-çà ñèëüíîé àíèçîòðîïèè ðàññåÿíèÿ ñâå-
òà ìîðñêîé âîäîé (bf /bb ≥ 50 [18]) âêëàäîì bb â Ksys
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Îòìåòèì åùå õîðîøåå ñîãëàñèå ìîäåëüíûõ ðàñ-
÷åòîâ ñèñòåìíîãî ïîêàçàòåëÿ îñëàáëåíèÿ (35) ñ ðå-
çóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ìåòîäó
Ìîíòå-Êàðëî [7], ïðîäåìîíñòðèðîâàííîå â [17].
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