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Êàê èçâåñòíî, äëÿ ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèé, îñíîâàííûõ íà ïðèìåíåíèè èçëó÷åíèÿ ëàçå-
ðà, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îïòè÷åñêîå èçëó÷åíèå
ñ îïðåäåëåííûìè ïðîôèëåì ïó÷êà è ôîðìîé èìïóëü-
ñà. Èçìåðåíèå äàííûõ õàðàêòåðèñòèê â ôèçè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ â ðÿäå ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, äëÿ èçëó-
÷åíèÿ òåðàãåðöîâîãî äèàïàçîíà) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íî òðóäíîé çàäà÷åé. Äëÿ ýòèõ öåëåé èñïîëüçóþòñÿ
àâòîêîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè èëè ïðîñòðàíñòâåííîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Â äàííîé ðàáîòå îïèñûâà-
åòñÿ ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ ôîðìû èìïóëüñà (èëè îò-
êëèêà ñðåäû) è ïðîôèëÿ ïó÷êà, îñíîâàííûé íà èí-
òåãðàëüíûõ èçìåðåíèÿõ èõ õàðàêòåðèñòèê: äëÿ âðå-
ìåííîé çàâèñèìîñòè – â ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþùèõ-
ñÿ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ, à äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ – â ðàçíîíàïðàâëåííûõ “ïîëîñàõ”.

Èíôîðìàöèÿ î ôîðìå âîçäåéñòâóþùåãî èìïóëüñà
(èëè îòêëèêà ñðåäû) ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïðåæäå
âñåãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåðàãåðöîâîé ïðîñòðàíñòâåí-
íî-âðåìåííîé ñïåêòðîñêîïèè, îñíîâíîé öåëüþ êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ âðåìåííîé àíàëèç ñïåêòðà îòêëèêà
ñðåäû. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî àë-
ãîðèòìîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ ýêñ-
ïåðèìåíòàõ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ñîãëàñíî [1] ó
íèõ èìåþòñÿ íåäîñòàòêè, êîòîðûå èíîãäà ïðèâîäÿò ê
àáñóðäíûì ðåçóëüòàòàì. Ïîýòîìó ñîçäàíèå íîâîãî
àëãîðèòìà äëÿ “îí-ëàéíîâîé” ðåêîíñòðóêöèè ôîð-
ìû èìïóëüñà è, ñîîòâåòñòâåííî, ìãíîâåííîãî àíàëèçà
ñïåêòðà ïîä äåéñòâèåì òåðàãåðöîâîãî ëàçåðíîãî èì-
ïóëüñà ÿâëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé çàäà-
÷åé. Ðàíåå [2–4] íàìè áûëè ïðåäëîæåíû äâà âîçìîæ-
íûõ àëãîðèòìà àíàëèçà ìãíîâåííûõ ñïåêòðàëüíûõ
èíòåíñèâíîñòåé ñðåäû ïîä äåéñòâèåì ìàëîïåðèîäíî-
ãî èìïóëüñà. Â ïåðâîì àëãîðèòìå [2] èñïîëüçîâàëîñü
îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå–Ãàáîðà. Îäíàêî ýòîò
àëãîðèòì äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü äèíàìèêó òîëü-

êî îäíîé ñïåêòðàëüíîé ëèíèè äëÿ îäíîé ñåðèè èç-
ìåðåíèé. Âòîðîé àëãîðèòì [3, 4] ïîçâîëÿåò ïî îäíîé
ñåðèè èçìåðåíèé ýíåðãèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà (îòêëèêà
ñðåäû) âîññòàíîâèòü åãî ôîðìó è ïîëó÷èòü èíôîð-
ìàöèþ î äèíàìèêå âñåãî ñïåêòðà èëè íåñêîëüêèõ ñïåê-
òðàëüíûõ ëèíèé ñðàçó. Ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî àëãî-
ðèòìà áûëà èññëåäîâàíà â [3] è ïðèìåíèòåëüíî ê
ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì, îáëàäàþùèì àê-
ñèàëüíîé ñèììåòðèåé. Ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ìîäåëüíûõ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ïðî-
ñòðàíñòâåííûé ïðîôèëü ïó÷êà, ïðîäåìîíñòðèðîâàëè
âûñîêóþ òî÷íîñòü ðàçâèâàåìîãî ìåòîäà. Ïðè ýòîì
âîññòàíîâëåíèå ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ áîëåå îáùåãî
âèäà â ýòîé ðàáîòå íå îáñóæäàëîñü. Íèæå ðàçâèâàå-
ìûé íàìè ïîäõîä îáîáùàåòñÿ èìåííî íà ñëó÷àé âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî ïðîôèëÿ ïó÷êà. Ïðî-
âåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè âûñîêóþ òî÷íîñòü âîññòà-
íîâëåíèÿ ïðîôèëÿ. Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå àíàëîãè÷íàÿ
çàäà÷à ðåøàëàñü â [5] ìåòîäîì îïòè÷åñêîé òîìî-
ãðàôèè. Îäíàêî íà äàííûé ìîìåíò îí íå ïîçâîëÿåò
äîñòè÷ü òî÷íîñòè, ñðàâíèìîé ñ ðåçóëüòàòàìè ìåòîäà,
èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(t) èñõîäíûé ñèãíàë (íàïðè-
ìåð, ôîðìó ñâåòîâîãî èìïóëüñà èëè îòêëèê ñðåäû),
íåïðåðûâíûé íà îòðåçêå âðåìåíè [tb, te]. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü äèíàìèêó ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ñèãíàëà
f (t) íà äàííîì âðåìåííî′ì èíòåðâàëå. Îòìåòèì, ÷òî
â îáùåì ñëó÷àå ôîðìà ñèãíàëà ìîæåò áûòü íåèçâå-
ñòíà, îäíàêî â ðåçóëüòàòå èçìåðåíèé â ôèçè÷åñêîì
ýêñïåðèìåíòå (ñì. ðèñ. 1) ìîæíî ïîëó÷èòü íàáîð èí-
òåãðàëüíûõ äàííûõ d1, d2, …, dN  îò ôóíêöèè f (t), ãäå
çíà÷åíèÿ di îïðåäåëÿþòñÿ êàê
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Äëÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

tc, 1 – 0,5T1 ≤ tb, tc, N + 0,5TN ≥ te, tc, i < tc, i +1,

Δi = tc, i + 1 – tc, i < 0,5(Ti + 1 + Ti), i = 1, …, N.   
(2)

Çäåñü N – ÷èñëî âðåìåííûõ èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ
ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå èíòåãðàëüíûõ äàííûõ, tb – âðå-
ìÿ íà÷àëà ðåãèñòðàöèè ñèãíàëà, te – âðåìÿ åå îêîí÷à-
íèÿ, Ti – äëèíà îêíà (äëèíà èíòåðâàëà, íà êîòîðîì
ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå), Δi – âåëè÷èíà ñäâèãà îêíà,
ò. å. ïðîìåæóòîê âðåìåíè, íà êîòîðûé ñäâèãàåòñÿ
öåíòð îêíà tc, i â èíòåãðàëå (1). Èç (2) è ðèñ. 1 âèäíî,
÷òî âðåìåííûå èíòåðâàëû ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþòñÿ.

Äëÿ ïðàêòèêè íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ-
þò ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ âåëè÷èí Δi è Ti ïðè ïåðåõîäå
îò îäíîãî èçìåðåíèÿ ê äðóãîìó. Îòìåòèì, ÷òî â [6]
àíàëèçèðîâàëàñü ýôôåêòèâíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ñè-
ãíàëà, åñëè äàííûå èçìåíåíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû è ïðî-
èñõîäÿò âáëèçè íåêîòîðîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êàæ-
äîãî èç ïàðàìåòðîâ Δ è T. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñî-
ñòîÿëà â âîññòàíîâëåíèè ñèãíàëà f (t) ïî èçâåñòíîìó
íàáîðó èíòåãðàëüíûõ âåëè÷èí di è äàííûì çíà÷åíè-
ÿì Δi è Ti, êîòîðûå ìîãóò ñëó÷àéíûì îáðàçîì èçìå-
íÿòüñÿ â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà èõ çíà÷åíèé.

Åñëè â (1) èíòåãðàë çàìåíèòü êàêîé-ëèáî êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëîé, òîãäà ïîëó÷èì ëèíåéíóþ îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó

d = Af,                                 (3)

ãäå A – ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ðàçìåðà N×K,
à f = (f1, …, fK)T – âåêòîð íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé âîñ-
ñòàíàâëèâàåìîãî ñèãíàëà, K – ÷èñëî ìîìåíòîâ âðå-
ìåíè, â êîòîðûõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèãíàë. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ÷èñëî èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé N ìåíüøå
÷èñëà òî÷åê âîññòàíîâëåíèÿ ñèãíàëà K. Ïîýòîìó ñè-
ñòåìà óðàâíåíèé (3) ÿâëÿåòñÿ “íåäîîïðåäåëåííîé”
è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Èç âñåõ âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (3) áóäåì èñ-
êàòü ðåøåíèå f0, ìèíèìèçèðóþùåå êâàäðàò åâêëè-
äîâîé íîðìû íåâÿçêè

2
0 2( ) min .= −

f
J f d Af

Åå ðåøåíèå äàåò òàê íàçûâàåìàÿ íîðìàëüíàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé

ATAf = ATd,                            (4)

ãäå AT – òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Âàæíûì ñâîé-
ñòâîì ñèñòåìû (4) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà âñåãäà ñî-
âìåñòíà. Ïîýòîìó ó íåå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (íàçû-
âàåìîå òàêæå ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû (3)), êîòî-
ðîå ìîæíî çàïèñàòü êàê

f0 = (ATA)–1ATd.

Äëÿ ÷èñëåííîãî íàõîæäåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ f0 âìå-
ñòî íåïîñðåäñòâåííîãî îáðàùåíèÿ ìàòðèöû ATA
ïðèìåíÿþò òàê íàçûâàåìîå ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-
íèå ìàòðèöû A (Singular Value Decomposition , èëè
SVD-ðàçëîæåíèå) [7, 8]. Äëÿ ýòîãî ìàòðèöó ATA
ïðåäñòàâëÿþò â âèäå

ATA = (UQVT )T (UQVT ) = VQ(UT U)QVT = VQ2VT ,

ãäå Q – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè qi ≥ 0 è
ðàçìåðíîñòüþ K×K, à U è V – îðòîãîíàëüíûå ìàò-
ðèöû ðàçìåðíîñòüþ N×K è K×K ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (4), èëè ïñåâäîðåøåíèå
ñèñòåìû (3), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f0 = (VQ2VT )–1VQUTd = VQ–1UTd.          (5)

Àíàëèç ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà ñèãíàëà f(t) ïî èç-
ìåðåííîìó íàáîðó åãî èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê
ìîæíî ïðîâåñòè, ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê
âîññòàíîâëåííîìó ïî ïðàâèëó (5) ñèãíàëó íà âñåì âðå-
ìåííîì îòðåçêå [tb, te]. Èíôîðìàöèþ î äèíàìèêå èç-
ìåíåíèÿ âñåãî ñïåêòðà îòêëèêà ñðåäû èëè åãî ÷àñòè
ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäèêîé “ñêîëü-
çÿùåãî” âäîëü âðåìåííîãî îòðåçêà [tb, te] îêíà ïî îò-
íîøåíèþ ê âîññòàíîâëåííîé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
(5) ôóíêöèè f(t) (ïîäðîáíåå îá ýòîé ìåòîäèêå ñì. [3, 4]).

SVD-âîññòàíîâëåíèå ôîðìû ñèãíàëà
è åãî ñïåêòðà

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà âîññòàíîâëåíèÿ
ôîðìû ñèãíàëà è åãî ñïåêòðà ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

2

2

10
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50
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( ) sin(1,2 ) sin(1,5 )

2 sin(4 ),

t

t

f t t e t

e t

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

−⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + +

+
          

(6)

ìîäåëèðóþùóþ ñèãíàë ñ íåñóùèìè ÷àñòîòàìè
ω1 = 1,2, ω2 = 1,5 è ω3 = 4. Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåí âîñ-

Ðèñ. 1. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå èíòåãðàëüíûõ
èçìåðåíèé íåèçâåñòíîãî ñèãíàëà f (t) ìåòîäîì
ñêîëüçÿùèõ îêîí.

f (t)

te
tb

Ti

tc,i

Δi

tc, i +1
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ñòàíîâëåííûé SVD-ìåòîäîì ñèãíàë f (t). Èñõîäíûé
ñèãíàë îòäåëüíî íå ïðèâîäèòñÿ, ïîñêîëüêó â ìàñø-
òàáàõ äàííîãî ðèñóíêà îí ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ
âîññòàíîâëåííûì. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü íà îò-
ðåçêå âðåìåíè [0,100] ñ ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè
äëèíû îêíà T = 1,5 è åãî ñäâèãà Δ = 0,1, êîòîðûå
îáåñïå÷èëè ïîëíîå îòñóòñòâèå â ñïåêòðå âîññòàíîâ-
ëåííîãî ñèãíàëà ïîñòîðîííèõ ÷àñòîò. Â ýòîì ñìûñ-
ëå ýòè çíà÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò
áûòü íàçâàíû îïòèìàëüíûìè. Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
èçìåðèòåëüíàÿ àïïàðàòóðà íå ìîæåò îáåñïå÷èòü îï-
òèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âîññòàíîâëåíèÿ, â
[4] ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî ñïîñîáîâ èñêëþ÷åíèÿ
ëîæíûõ ÷àñòîò èç ñïåêòðà.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì îòêëèê
ñðåäû (ìîëåêóëû L-cystine) ïðè âîçäåéñòâèè ðåàëü-
íîãî òåðàãåðöîâîãî èìïóëüñà, ðàññìîòðåííîãî â [2].
Íà ðèñ. 2á ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ
îòêëèêà ñðåäû, ïîëó÷åííûå íà âðåìåííîì èíòåðâà-
ëå [–5, 20] ñ ïîñòîÿííûìè øèðèíîé îêíà T = 1,0 è
ñäâèãîì Δ = 0,05. Äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé T è Δ, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñïåêòð âîññòàíîâëåííîãî ñèã-
íàëà íå ñîäåðæèò ëîæíûõ ÷àñòîò. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà
ðèñ. 2á òàêæå ïðèâåäåí èñõîäíûé ñèãíàë.

Çàìåòèì, ÷òî, êðîìå òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè, íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà âîññòàíàâëèâàåìûé
ñèãíàë f (t) íå íàêëàäûâàåòñÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ýòî
ïðèâîäèò ê íååäèíñòâåííîñòè SVD-âîññòàíîâëåíèÿ
ñèãíàëà. Òàê, äëÿ ìîíîòîííîé íà îòðåçêå [tb, te] ôóíê-
öèè f (t) ïîñëå SVD-âîññòàíîâëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ fSVD(t). Ïðè ýòîì ÷èñ-
ëî “ñòóïåíåê” ó íåå ïðèáëèçèòåëüíî áóäåò ðàâíî
÷èñëó (tb – te)/T. Äëÿ âûÿñíåíèÿ ïðèðîäû ýòèõ ñòó-
ïåíåê ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [3, 4],
à èìåííî ïðîâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ñåðèé èçìåðåíèé ñ
ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè îêíà T = const. Åñëè èñõîä-
íàÿ ôóíêöèÿ f(t) áûëà ãëàäêîé, òî ïîñëå SVD-âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ÷èñëî “ñòó-
ïåíåê” ó ôóíêöèè  fSVD(t) áóäåò èçìåíÿòüñÿ. Åñëè æå
èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ áûëà êóñî÷íî-ëèíåéíîé, îíî îñ-
òàíåòñÿ òåì æå. Äàëåå, ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà ñòó-
ïåíåê è, ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíèè ñâîéñòâà
ãëàäêîñòè ó èñõîäíîé ôóíêöèè f(t) ôóíêöèþ fSVD(t)
ìîæíî ñãëàäèòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà SVD-âîññòàíîâ-
ëåííàÿ ôóíêöèÿ f(t) = 0,01t2 ñ îêíîì T = 10 (à) è
T = 5 (á). Òàì æå ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ñãëàæèâàíèÿ fSVD(t) ìåòîäîì íàèìåíüøèõ

Ðèñ. 2. Ôîðìà ìîäåëüíîãî ñèãíàëà (à) è îòêëèê
ìîëåêóëû L-cystine (á). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò èñõîäíîìó ñèãíàëó, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ –
SVD-âîññòàíîâëåííîìó.

Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ f (t) = 0,01t2, SVD-âîññòàíîâëåííàÿ
ñ îêíîì Ò = 10 (à) è Ò = 5 (á). Ãëàäêàÿ ëèíèÿ íà
îáîèõ ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèè, ñãëàæåí-
íîé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

t0 40 8020 60 100

f (t)

0

1

2

–1

–2

–3

(à)

t0 5 10 15 20–5

f (t)

0

–0,5

–1,0

0,5

1,0 (á)

t0 40 8020 60 100

f (t)

0

(à)

40

80

f (t) (á)

0

40

80

t0 40 8020 60 100



68 “Îïòè÷åñêèé æóðíàë”, òîì 75, ¹ 6, 2008

êâàäðàòîâ. Îíà ïðàêòè÷åñêè òî÷íî ñîâïàëà ñ èñõîä-
íîé ôóíêöèåé f(t) = 0,01t2.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ïîñòîÿííûõ èëè êó-
ñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ïðîáëåìà íååäèíñòâåííîñòè ïðè
SVD-âîññòàíîâëåíèè íå âîçíèêàåò.

SVD-âîññòàíîâëåíèå ïðîôèëÿ ïó÷êà

Ìåòîäèêà âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî ñåðèè
èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé îáîáùàåòñÿ ïðèìåíèòåëü-
íî ê ïðîáëåìå îïðåäåëåíèÿ ïðîôèëÿ èíòåíñèâ-
íîñòè ïó÷êà. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì
ñíà÷àëà ñëó÷àé íàëè÷èÿ ó ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè îñåâîé ñèììåòðèè. Îáîçíà÷èì ïðîôèëü
ïó÷êà ôóíêöèåé f (x, y) = f (r), êîòîðàÿ íåïðåðûâíà â
êðóãîâîé îáëàñòè x2 + y2 ≤ R2 ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò. Âìåñòî èíòåãðàëîâ (1) ðàññìîòðèì âû-
ðàæåíèÿ

( , ) , 1, , ,
i

i
D

d f x y dxdy i N= =∫ …              (7)

ãäå Di – ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) ïëîñêîñòüþ
yi = kix + bi, ïàðàëëåëüíîé îñè Z; N – ÷èñëî èíòåãðàëü-
íûõ èçìåðåíèé. Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïëîñêîñòè
èçìåðåíèé äîëæíû ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàòüñÿ. Íà ïðàê-
òèêå äàííûå èçìåðåíèÿ äëÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ îñóùå-
ñòâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêèõ âîëîêîí [5].

Çàìåíÿÿ èíòåãðàëû â (7) êâàäðàòóðíûìè ôîðìó-
ëàìè òàê æå, êàê è âûøå, ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó d = Af ñ ìàòðèöåé A ðàçìåðà N×K.
Çäåñü K – ÷èñëî òî÷åê ïîëÿðíîé ñåòêè (rm, ϕl), â êî-
òîðûõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû íåñêîëüêî âîññòàíîâ-
ëåííûõ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé [3]. Äëÿ
óäîáñòâà çäåñü èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîä-
íîé è SVD-âîññòàíîâëåííîé ôóíêöèé â ñå÷åíèè
y = 0. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü â êðóãå ðàäèóñà
R = 4. Ïðè ýòîì ÷èñëî íå ñîâïàäàþùèõ ïî ðàäèóñó
èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé ñîñòàâëÿëî N = 20, à ÷èñ-
ëî òî÷åê ïî êàæäîé ïîëÿðíîé êîîðäèíàòå òàêæå
áûëî âûáðàíî ðàâíûì 20. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû
ïîêàçûâàþò âûñîêóþ òî÷íîñòü SVD-âîññòàíîâëå-
íèÿ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, íå îáëàäàþùèå
àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé, óäîáíåå âîññòàíàâëèâàòü
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïóñòü z = f (x, y) –
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ôîðìó ïîâåðõíîñòè êîòîðîé
òðåáóåòñÿ íàéòè â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω =
= [x1, x2][y1, y2]. Â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé
di ðàññìîòðèì îáúåìû òîíêèõ ïîëîñ øèðèíîé H,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ äâóõ ïà-
ðàëëåëüíûõ ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé yi

1,2 = kix + bi
1,2,

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòè OXY. Äëÿ âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ïîâåðõíîñòè f (x, y) ââîäèì â îáëàñòè Ω ðàâ-

Ðèñ. 4. SVD-âîññòàíîâëåííàÿ ôóíêöèÿ f (r) = exp(–r2) – a, r2exp(–r2) – á, sin(r2) – â, sin(4r)exp(–r2/2) – ã. Ñïëîøíîé
ëèíèåé îáîçíà÷åíû èñõîäíûå ôóíêöèè, ïóíêòèðíîé –  âîññòàíîâëåííûå.
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íîìåðíóþ ïî êàæäîìó èç íàïðàâëåíèé ñåòêó ω ñ øà-
ãàìè hx = (x2 – x1)/L, hy = (y2 – y1)/M è àïïðîêñèìè-
ðóåì îáúåìíûå èíòåãðàëû di íà ñåòêå êàêîé-ëèáî
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëîé. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

d = Af                                   (8)

ñ ìàòðèöåé A ðàçìåðà N×K, ãäå N – ÷èñëî èíòåãðàëü-
íûõ èçìåðåíèé (îáúåìíûõ ïîëîñ), K = (L + 1)(M + 1) –
÷èñëî òî÷åê ñåòêè ω, â êîòîðûõ âîññòàíàâëèâàåòñÿ
ïîâåðõíîñòü f(x, y). Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó-
÷àÿì ÷èñëî èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé N ìåíüøå ÷èñ-
ëà òî÷åê ñåòêè K, ïîýòîìó çàäà÷à èìååò íå åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (8) áóäåì ðå-
øàòü SVD-ìåòîäîì ñîâìåñòíî ñî ñòàíäàðòíîé
ðåãóëÿðèçàöèåé ïî Òèõîíîâó [9], ò. å. èñêàòü âåêòîð
f0, ìèíèìèçèðóþùèé ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë:

( )2 2
0 2( ) min ,α = − + α

f
F f d Af f             (9)

ãäå α > 0 – ïàðàìåòð òèõîíîâñêîé ðåãóëÿðèçàöèè.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè A = UQVT – ñèíãóëÿð-

íîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, òî ðåøåíèå f0 çàäà÷è
(9) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

f0 = VQ∼∼
∼∼∼
UTd,                          (10)

ãäå Q∼∼∼∼∼  – äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè q∼∼∼∼∼ i =
= qi/(qi

2 + α), qi ≥ 0 – ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî øèðèíà èçìåðèòåëüíîé ïîëî-
ñû Í âûáèðàëàñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà áûëà
ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî
êîîðäèíàòàì, ò. å. H < min(hx, hy). Ýòî îáåñïå÷èâàåò
íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû SVD-âîññòàíîâëå-
íèÿ íåñêîëüêèõ ïðîôèëåé èíòåíñèâíîñòè, êîòîðûå
çàäàâàëèñü àíàëèòè÷åñêè, è îò íèõ ñ÷èòàëèñü ñîîò-
âåòñòâóþùèå èíòåãðàëû âäîëü ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé.
Âîññòàíîâëåíèå ïðîâîäèëîñü ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷å-
íèÿìè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α. Âû÷èñëåíèÿ ïî-
êàçàëè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîé ðåãóëÿðè-
çàöèè ïî Òèõîíîâó ñ ïàðàìåòðîì α = 10–6–10–3 íå
âëèÿëî íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ è íå ïðèâîäèëî ê
êàêîìó-ëèáî óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ,
ò. å. íå ïðèâîäèëî ê ðîñòó óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà.

Ðèñ. 5. Ïðîôèëü SVD-âîññòàíîâëåííîãî ïó÷êà F(x, y) = exp(–((x/2)2 + y2)) – à, exp(–((x – 1)2 + y2)) – á,
exp(–((x – 2)2 + y2)) + 2exp(–((x + 2)2 + y2)) – â, exp(–((x – 2)2 + (y + 2)2)) + 1,5exp(–((x – 2)2 + (y – 2)2)) +
+ 2exp(–((x + 2)2 + y2)) – ã â îáëàñòè Ω = [–2,2]×[–2,2], L = M = 20 (à, á); Ω = [–4,4]×[–4,4], L = M = 40 (â, ã). ×èñëî
èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé N = 241 (à), 217 (á), 721 (â, ã).
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Äëÿ óñòîé÷èâîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ ïó÷êà â
ïðèâåäåííîì âûøå àëãîðèòìå (9), (10) âïîëíå äî-
ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ñèíãóëÿðíîå ðàçëî-
æåíèå ìàòðèöû ñèñòåìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âûáî-
ðîì ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâ-
ëåíèÿ ôîðìû ïó÷êà δ = || f – fSVD||C/|| f ||C â õóäøåì
ñëó÷àå (ðèñ. 5à, 5á) íå ïðåâûøàåò 3%, ÷òî ãîâîðèò
î âûñîêîé òî÷íîñòè SVD-ìåòîäà ïðè ñðàâíèòåëüíî
íåáîëüøîì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì òî÷åê ñåòêè)
÷èñëå èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ
(ðèñ. 5â, 5ã) ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ áûëà ìåíüøå 1,5%. Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä îï-
òè÷åñêîé òîìîãðàôèè äàåò çíà÷èòåëüíî áîëüøóþ
(ïîðÿäêà 23%) ïîãðåøíîñòü ïðè ðåêîíñòðóêöèè
ôîðìû ïó÷êà (ñì. [5]) è, êàê îòìå÷àþò àâòîðû ðàáî-
òû, íóæäàåòñÿ â ñóùåñòâåííîé äîðàáîòêå.

Âûâîäû

Ðàçâèâàåìûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïî îäíîé ñå-
ðèè èíòåãðàëüíûõ èçìåðåíèé ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ
ëàçåðà âîññòàíîâèòü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ôîðìó
èìïóëüñà è åãî ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ, à òàêæå ïðî-
ñëåäèòü ýâîëþöèþ ñïåêòðàëüíûõ àìïëèòóä êàê îò-
äåëüíûõ ÷àñòîò, òàê è âñåãî ñïåêòðà. Ýòî îñîáåííî
âàæíî äëÿ áóðíî ðàçâèâàþùåéñÿ â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ òåðàãåðöîâîé ñïåêòðîñêîïèè [10–15].

Íà åãî îñíîâå ïðîâåäåíî âîññòàíîâëåíèå êàê
àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé èíòåíñèâ-
íîñòè, òàê è ïðîôèëåé ïó÷êà îáùåãî âèäà, ïîêàçàâ-
øåå âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, êî-
òîðóþ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåâîçìîæíî äîñòè÷ü íà
îñíîâå ìåòîäîâ îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé
ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 05-01-507).
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