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Предложен новый способ оценки параметров функции рассеяния точки по спек-
тру Фурье искаженного изображения. В случае смазывания изображения его спектр 
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чину смаза . В случае дефокусирования спектр также деформируется пропорцио-
нально радиусу дефокусирования  и это позволяет оценить . Приведены численные 
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Постановка задачи

Изображение (в частности томографическое) 
может быть подвергнуто смазыванию (напри-
мер из-за движения пациента) или дефокуси-
рованию (из-за неправильной установки фоку-
са системы). Изображение можно восстановить 
путем его математико-компьютерной обработ-
ки [1–3]. Однако задача восстановления весьма 
чувствительна к точности знания параметров 
искажения – значения D и угла q смаза в слу-
чае смазывания или радиуса дефокусирова- 
ния r – в случае дефокусирования изображе-
ния. На рис. 1б приведено в качестве примера 
смазанное томографическое изображение (то-
мограмма), а на рис. 1в – его восстановление  
(в отсутствие шумов) путем решения интеграль-
ного уравнения Фредгольма I рода методом па-
раметрической фильтрации Винера с исполь-
зованием m-функций системы MatLab fspecial, 
imfilter, deconvwnr [1–3]. Если параметры сма-
зывания q и D заданы правильно, то восстанов-
ление получается вполне удовлетворительным 
(рис. 1в), а если параметры заданы с погреш-
ностями (даже небольшими), то восстановление 
получается неудовлетворительным (рис. 1г) из-
за некорректности задачи.  

Поэтому актуальной является задача повы-
шения точности оценки параметров искажения 
изображения. Известны следующие способы  
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Рис. 1. а – точное ядерно-магнито-резонансное 
(ЯМР) изображение 373×298 пкс mrt-1-02.jpg; 
б – изображение, смазанное под углом q = 65°, 
величина смаза D = 10 пкс; в – изображение, 
восстановленное при правильных параметрах  
q = 65° и D = 10; г – изображение, восстановлен-
ное при ошибочных параметрах q = 67°, D = 12. 
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такой оценки: по штрихам на изображении 
(рис. 1б) в случае смазывания [1, 4], по размы-
тию точек на изображении (рис. 3б) в случае 
дефокусирования [1, 2, 4], по калибрующему 
изображению [5] и др. Однако эти способы не-
достаточно эффективны применительно к томо-
граммам (из-за малости D и r и др.). 

В данной работе предлагается новый способ 
оценки параметров функции рассеяния точки 
(ФРТ), или аппаратной функции (АФ) – по дву-
мерному спектру искаженного изображения 
(спектральный способ оценки ФРТ). 

Описание спектрального способа

Пусть ось x (и x) направлена вдоль смаза. 
Тогда 2-мерное преобразование Фурье (ПФ) или 
спектр изображения g(x, y) определяется как 
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а в отсутствие смаза (Dx = 0) имеем g(x, y) =  
= w (x, y). Здесь g и w – интенсивности на сма-
занном и на неискаженном изображениях соот-
ветственно, а Dx – величина смаза (вдоль x). За-
пишем (1) в виде набора одномерных интегралов 
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Записи (2) и (3) можно трактовать как вы-
числение двумерного ПФ через набор одномер
ных ПФ. При этом запись (2) соответствует слу-
чаю, когда при каждом значении y вычисляет-
ся одномерное ПФ (внутренний интеграл в (2))
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вдоль x (вдоль смаза). При этом при вычисле-
нии ПФ (4) через дискретное преобразование 
Фурье (ДПФ) максимальная частота дискре-

тизации равна w1max = 2p/Dx (по аналогии с ча-
стотой Котельникова–Найквиста). В результате 
смазывания изображения вдоль x происходит 
сжатие двумерного спектра G(w1,w2) вдоль w1 
(уменьшение w1max), причем тем большее, чем 
больше смаз Dx. Это связано с тем, что при сма-
зывании подавляются высокие часто ты Фурье. 

А запись (3) соответствует вычислению при 
каждом x одномерного ПФ
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вдоль y (перпендикулярно смазу). При этом 
сжатия спектра G(w1,w2) вдоль w2 практически 
не происходит, а именно w2max = 2p/hy, причем 
смаз Dy = 0, а hy – шаг дискретизации по y, рав-
ный 1 пкс. 

На рис. 2 показаны спектры изображения 
mrt-1-02.jpg (двумерные ПФ). 

Оси частот на спектре неискаженного изо-
бражения (рис. 2а) w¢1 и w¢2 направлены горизон-
тально и вертикально, а на спектрах смазанно-
го изображения (рис. 2б, в) введены новые оси 
частот w1 и w2, повернутые на некоторый угол. 

Рис. 2. Двумерное ПФ изображения  
mrt-1-02.jpg. а – ПФ неискаженного изо-
бражения ReG(w¢1, w¢2); б – ПФ смазанного изо-
бражения ReG(w1, w2), Dx = 10 пкс; в – ПФ сма-
занного изображения |G(w1, w2)|, Dx = 10 пкс;  
г –  ПФ смазанного изображения |G(w1, w2)|,  
Dx = 20 пкс (для сравнения). 
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Обычно нулевые часто ты (т.е. начало коор-
динат) располагаются на краю спектров. Что-
бы избежать этого неудобства, была выполнена 
перегруппировка элементов спектра с помощью 
m-функции fftshift [6]. В результате нулевые 
часто ты расположились в центрах спектров 
(рис. 2). 

Рис. 2 показывает следующее. Спектр изо-
бражения при наличии смаза распадается на 
четкие области, причем амплитудно-частотная 
характеристика (АЧХ)  спектра |G(w1,w2)| дает 
более контрастную картину (рис. 2в), чем веще-
ственный спектр ReG(w1,w2) (рис. 2б). 

Способ оценки  
параметров смаза изображения

По центральной области спектра (близкой 
к эллипсу) можно оценить угол ψ , а также 

o90θ ψ= -

  (рис. 2б). Однако оценки o30ψ »  и 
o60θ »  не совпадают с истинными значениями 

y = 25° и q = 65°. Это связано с тем, что томо-
грамма и ее спектральная диаграмма (рис. 2)  
являются прямоугольными, размером M×N  
(M  = 373 строк и N = 298 столбцов). Их отно-
шение r = M/N = 1,2517. Лишь при M  = N, т.е. 
при r = 1, будет совпадение: ψ ψ=  и .θ θ=

Тем не менее, по центральной области рис. 2  
можно оценить y и q (а также величину сма- 
за Dx). это предлагается сделать следующим об-
разом. 

Учтем, что tgy равен коэффициенту наклона 
прямой линии, а при растяжении или сжатии 
изображения, т.е. при изменении r, коэффици-
ент наклона изменяется в r раз: tg tg ,rψ ψ=  от-
куда истинный угол y равен

tg
arctg

r
ψ

ψ
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и q = 90° – y. 
В нашем примере по формуле (6) получаем: 

y = 24°,762 ≈ 24°,8. Следовательно, q = 90° –  
y = 65°,238 ≈ 65°,2. Видим, что вычисленные 
значения y и q совпадают с точностью до оши-
бок измерений ψ  и θ  с точными y и q. 

Что касается оценки величины смаза Dx, то 
(см. рис. 2в) 
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В нашем примере w2max/Dw ≈ 4,75, откуда  
Dx ≈ 9,5 ≈ 9 пкс, что близко к точному значению 
смаза Dx, равному 10 пкс. 

При найденных значениях q = 65°,2 и Dx = 9,5 
было восстановлено изображение, практически 
совпадающее с изображением на рис. 1в, поэто-
му мы его не приводим. 

Итак, в результате смазывания изображения 
меняется его спектр, а именно в направлении 
смаза происходит сжатие спектра (уменьшает-
ся w1max), а в направлении, перпендикулярном 
смазу, спектр не испытывает сжатия (рис. 2б,  
2в). При этом с ростом величины смаза Dx эф-
фект сжатия спектра усиливается (рис. 2г).  
Показано, что по спектру можно оценить угол 
смаза q  и величину смаза Dx. 

Оценка параметра дефокусирования

Эффект сжатия спектра проявляется также 
для дефокусированных изображений. На рис. 
3а приведено томографическое изображение 
(такое же, как и на рис. 1), на рис. 3б – дефо-
кусированное изображение (ФРТ – однородный 
диск радиусом r = 5 пкс), на рис. 3в – его вос-
становление методом параметрической филь-

Рис. 3. а – точное ЯМР-изображение 373×298 пкс 
mrt-1-02.jpg; б – дефокусированное изображе-
ние (r = 5 пкс); в – изображение, восстановлен-
ное при правильном значении r; г – изображе-
ние, восстановленное при ошибочном r.

(а) (б)

(в) (г)
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*   *   *   *   *

трации Винера при правильном значении r и 
на рис. 3г – восстановление при ошибочном 
значении r = 7. Видим, что удается восстано-
вить томограмму, но лишь при правильном зна- 
чении r. 

Дефокусирование томограммы может быть 
обусловлено неправильной установкой фокуса 
системы визуализации томографа. 

На рис. 4 приведены спектры дефокусиро-
ванного изображения mrt-1-02.jpg (двумерные 
ПФ). Видно, что спектр дефокусированного изо-
бражения (вещественная часть спектра, рис. 4б 

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4. ПФ изображения mrt-1-02.jpg. а – ПФ  
неискаженного изображения ReG(w1,w2); б – ПФ 
дефокусированного изображения ReG(w1, w2),  
r = 5 пкс; в – ПФ дефокусированного изобра-
жения |G(w1, w2)|, r = 5 пкс; г –  ПФ дефокуси-
рованного изображения |G(w1, w2)|, r = 10 пкс 
(для сравнения).

или его АЧХ, рис. 4в) представляет собой набор 
эллипсов, причем при увеличении r (рис. 4г)  
размеры эллипсов пропорционально умень- 
шаются. 

Способ оценки параметра r. Предлагается 
следующий способ оценки радиуса однородного 
диска r в случае, когда ФРТ является однород-
ным диском, на основе использования спектра 
дефокусированного изображения. 

Обозначим оси наименьшего эллипса на  
рис. 4в через a и b, а через  M×N – размеры изо-
бражения. Тогда оценка r равна 

max( , )
min( , )

M N
a b

ρ =  пкс,                (8)

где a, b, M и N должны быть в одинаковых еди-
ницах измерения, например в пикселах или  
в миллиметрах на мониторе. Во всех случаях r –  
в пикселах. 

По рис. 4в и формуле (8) найдено r = 5,2 пкс, 
что близко к точному r = 5 пкс. 

Заключение

Таким образом, используя спектр искажен-
ного (смазанного или дефокусированного) изо-
бражения, в частности томографического, мож-
но оценить параметры его искажения (угол q  
и длину D смаза или радиус r дефокусирова-
ния), т.е. оценить функцию рассеяния точки, 
или аппаратную функцию. Это позволит более 
точно обработать (восстановить) изображение, 
в частности повысить качество томограммы и, 
как следствие, улучшить медицинскую диа-
гностику органов, а также повысить точность 
решения других задач МР-томографии [7–9]. 
Предложенная методика проиллюстрирована 
оценкой по спектру искаженного изображения 
направления и длины смаза для случая прямо-
линейного равномерного смазывания томограм-
мы, а также радиуса дефокусирования для слу-
чая однородной круговой ФРТ.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ 
(грант № 13-08-00442). 

*   *   *   *   *
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