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Ââåäåíèå

Êàê èçâåñòíî [1], îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé âêëþ-
÷àåò â ñåáÿ óñòðàíåíèå èñêàæåíèé, ðàñïîçíàâàíèå
îáúåêòîâ è êîäèðîâàíèå èçîáðàæåíèé. Ïðè ýòîì èñ-
êàæåíèÿ èçîáðàæåíèé ìîãóò áûòü ñëåäóþùèõ òèïîâ:
èñêàæåíèÿ, óñòðàíåíèå êîòîðûõ íå òðåáóåò ìàòåìà-
òè÷åñêîé îáðàáîòêè – öàðàïèíû íà ñíèìêå, íåîïòè-
ìàëüíàÿ ÿðêîñòü è êîíòðàñòíîñòü; èñêàæåíèÿ, òðå-
áóþùèå ïðèìèòèâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè –
ãåîìåòðè÷åñêèå èñêàæåíèÿ, òðåáóþùèå èçìåíåíèÿ
ìàñøòàáà èëè óñòðàíåíèÿ íåëèíåéíîñòè; ôèçèêî-òåõ-
íè÷åñêèå èñêàæåíèÿ (àáåððàöèè) – èñêàæåíèÿ, ôîð-
ìèðóåìûå îïòè÷åñêîé ñèñòåìîé (ëèíçîé) â ñèëó åå
íåñîâåðøåíñòâà (ãåîìåòðè÷åñêèå – ñôåðè÷åñêàÿ,
êîìà, àñòèãìàòèçì, äèñòîðñèÿ, êðèâèçíà ïîëÿ èçîá-
ðàæåíèÿ è õðîìàòè÷åñêàÿ) [2]; äèôðàêöèÿ ñâåòà íà
äèàôðàãìàõ è îïðàâàõ ëèíç, îáóñëîâëåííàÿ âîëíî-
âîé ïðèðîäîé ñâåòà; èñêàæåíèÿ, òðåáóþùèå ñëîæíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè – ñìàç, äåôîêóñèðîâêà,
çàøóìëåííîñòü èçîáðàæåíèÿ [1, 3–8].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåêîí-
ñòðóêöèè (âîññòàíîâëåíèÿ, ðåñòàâðàöèè) ñìàçàííûõ
èçîáðàæåíèé. Ïîä èçîáðàæåíèåì ïîäðàçóìåâàåòñÿ
ôîòîñíèìîê èëè îïòèêî-ýëåêòðîííîå âîñïðîèçâåäå-
íèå îáúåêòà ïðèðîäû, òåêñòà, ÷åëîâåêà, çäàíèÿ, ñà-
ìîëåòà, àâòîìîáèëÿ, êîñìè÷åñêîãî îáúåêòà, íàçåì-
íîãî îáúåêòà èç êîñìîñà è ò. ä.

Îáû÷íî çàäà÷à ðåêîíñòðóêöèè ñìàçàííûõ èçîá-
ðàæåíèé îïèñûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ îäíîìåðíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà I ðîäà òèïà
ñâåðòêè [3–8]. Êàê ïðàâèëî, òàêèå óðàâíåíèÿ ðåøà-
þòñÿ ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÏÔ) è ðåãó-
ëÿðèçàöèè Òèõîíîâà (äëÿ óñòîé÷èâîñòè) [3, 4, 6–11].
Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ÏÔ äàåò òàêèå äîñòîèíñòâà
åãî êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè, êàê ýêîíîìèþ ïàìÿ-
òè (ïîñêîëüêó èñïîëüçóþòñÿ ëèøü îäíîìåðíûå ìàñ-
ñèâû) è, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü [3, 4, 10], âûñîêóþ ñêî-

ðîñòü îáðàáîòêè (îñîáåííî ïðè èñïîëüçîâàíèèè
áûñòðîãî ÏÔ). Îäíàêî ìåòîä ÏÔ îòÿãîùåí òàêèìè
“íåóäà÷íûìè” ñâîéñòâàìè äèñêðåòíîãî è áûñòðîãî
ÏÔ, êàê ïåðèîäè÷íîñòü, ýôôåêò íàëîæåíèÿ è äð.
[7, 10], êîòîðûå ìîãóò ïðèâîäèòü ê ïåðåñòàíîâêå
ìåñòàìè ïîëîâèí èçîáðàæåíèÿ (ñì. äàëåå) è äðóãèì
ýôôåêòàì. Êðîìå òîãî, íå î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä ÏÔ
èìååò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ðåàëèçàöèè, ÷åì,
íàïðèìåð, ìåòîä êâàäðàòóð [7, 9, 10] â íåêîòîðîé åãî
ìîäèôèêàöèè. Îäíàêî ìåòîä êâàäðàòóð äëÿ ðåøå-
íèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà ñâåðòêè ïðàêòè-
÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ (ñì. [9, 10]).

Öåëü ðàáîòû – ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà ñâåðòêè, îïèñûâàþùèõ
çàäà÷ó ðåêîíñòðóêöèè ñìàçàííûõ èçîáðàæåíèé, ìå-
òîä êâàäðàòóð (ñ ðåãóëÿðèçàöèåé Òèõîíîâà), ðàñ-
ñìîòðåòü åãî áûñòðóþ ðåàëèçàöèþ è ñðàâíèòü åãî ñ
ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (òàêæå ñ ðåãóëÿðè-
çàöèåé Òèõîíîâà).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå çàäà÷è
ðåêîíñòðóêöèè ñìàçàííîãî èçîáðàæåíèÿ

Ðàññìîòðèì äàííóþ çàäà÷ó íà ïðèìåðå ñìàçàí-
íîãî ôîòîñíèìêà îáúåêòà (ñì. ðèñ. 1). Ïîëàãàåì, ÷òî
îáúåêò ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì (ââèäó äàëüíîñòè ðàññòîÿ-
íèÿ f1 äî íåãî), à åãî ïëîñêîñòü è ïëîñêîñòü ôîòî-
ïëåíêè ðàñïîëîæåíû ïàðàëëåëüíî àïåðòóðå ëèíçû
ôîòîàïïàðàòà. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî çà âðåìÿ ýêñïî-
çèöèè ôîòîàïïàðàò ñ ôîòîïëåíêîé ñîâåðøèë ïðÿìî-
ëèíåéíûé è ðàâíîìåðíûé ñäâèã (ñìåùåíèå) íà âå-
ëè÷èíó Δ â ïëîñêîñòè ïëåíêè. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü,
÷òî ñäâèã ñîâåðøèë îáúåêò (íàïðèìåð, ïîäâèæíàÿ
öåëü) íà âåëè÷èíó Δ′ = –Δf1/f2, ãäå f2 – ðàññòîÿíèå îò
ôîòîïëåíêè äî ëèíçû. Â ðåçóëüòàòå íà ôîòîïëåíêå
çàôèêñèðóåòñÿ ñìàçàííîå èçîáðàæåíèå òèïà ðèñ. 1.

Îöåíèì ïî øòðèõàì íà ñíèìêå íàïðàâëåíèå ñìà-
çà è åãî âåëè÷èíó Δ. Íàïðàâèì âäîëü ñìàçà îñü x
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(è îñü s), à ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó – îñü y. Ìàòåìàòè-
÷åñêè çàäà÷à ñìàçûâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ îïèñûâàåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì [3–8]

1 ( , ) ( , ),
x

x

w s y ds g x y
+Δ

=
Δ ∫                (1)

ãäå g(x, y) – ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå
èíòåíñèâíîñòè ïî ñìàçàííîìó èçîáðàæåíèþ, à
w(s, y) – èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ðàñïðåäå-
ëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïî íåèñêàæåííîìó èçîáðàæå-
íèþ – òîìó èçîáðàæåíèþ, êîòîðîå áûëî áû ïîëó÷å-
íî íà ôîòîïëåíêå â îòñóòñòâèå ñäâèãà, ò. å. ïðè Δ = 0.
Ïðè ýòîì sy – íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, à
xy – ñèñòåìà êîîðäèíàò, ñâÿçàííàÿ ñ äâèæóùåéñÿ ôî-
òîïëåíêîé.

Îòìåòèì, ÷òî ïîä ôóíêöèÿìè g(x, y) è w(s, y) ïîä-
ðàçóìåâàþòñÿ òîëüêî àìïëèòóäû èçëó÷åíèÿ áåç ó÷å-
òà ôàçû (êàê â ãîëîãðàôèè). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè
íà ôîòîïëåíêå (èëè äðóãîì íîñèòåëå) ôèêñèðóåòñÿ
ïîëóòîíîâîå èçîáðàæåíèå (grayscale) [12, ñ. 470], òî
ïîä g(x, y) è w(s, y) áóäåì ïîäðàçóìåâàòü èíòåíñèâ-
íîñòè gg(x, y) è wg(s, y) â ñåðîì öâåòå. Åñëè æå ôèê-
ñèðóåòñÿ öâåòíîå èçîáðàæåíèå, òî ïîä çàïèñüþ (1)
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü òðè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òðåõ öâå-
òîâ – êðàñíîãî, çåëåíîãî è ñèíåãî (R, G, B), ïðè÷åì
ñ ïîìîùüþ ñâåòîôèëüòðîâ íóæíî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü
gR(x, y), gG(x, y), gB(x, y), çàòåì âîññòàíîâèòü wR(s, y),
wG(s, y), wB(s, y) è, íàêîíåö, âû÷èñëèòü w(s, y) =
= wR(s, y) + wG(s, y) + wB(s, y). Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ áîëüøîé ãðàäàöèè èíòåíñèâíîñòåé íåîáõîäè-

ìî èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìàò ÷èñåë,
íàïðèìåð, uint8, double è ò. ä. [12, ñ. 473, 475].

Ïðåîáðàçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ (1)

Ñîîòíîøåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ íåêëàññè÷åñêèì îä-
íîìåðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà
I ðîäà îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè w(s, y) ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y, èãðàþùåì ðîëü
ïàðàìåòðà, äðóãèìè ñëîâàìè, (1) åñòü ìíîæåñòâî îä-
íîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî â ðÿäå ðàáîò [3, 4] ðàññìîòðåíû áî-
ëåå ñëîæíûå çàäà÷è: íåðàâíîìåðíûé è/èëè íåïðÿìî-
ëèíåéíûé ñäâèã ôîòîàïïàðàòà èëè îáúåêòà, íåïàðàë-
ëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé ôîòîïëåíêè è îáúåêòà è ò. ä.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå (îïóñòèâ y)

1 ( ) ( ),
x

x

w s ds g x
+Δ

=
Δ ∫                     (2)

ãäå ( ) ( , ), ( ) ( , ).w s w s y g x g x y≡ ≡
Ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) íåäîñòàòî÷íî

ðàçðàáîòàíû ââèäó òîãî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íåêëàñ-
ñè÷åñêèì, íåñòàíäàðòíûì (îáà ïðåäåëà èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïåðåìåííû, îòñóòñòâóåò â ÿâíîì âèäå ÿäðî)
[11]. Îäíàêî óðàâíåíèå (2) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê
óðàâíåíèþ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, à èìåííî ê îäíî-
ìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà
I ðîäà òèïà ñâåðòêè [3–8]

( ) ( ) ( ), ,k x s w s ds g x x
∞

−∞

− = −∞ < < ∞∫         (3)

ãäå
1/ ,  [ , 0],

( )
0,     [ , 0].

x
k x

x
Δ ∈ −Δ⎧

= ⎨ ∉ −Δ⎩                   (4)

Çàäà÷è ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2) è (3) ÿâëÿþòñÿ
íåêîððåêòíûìè (íåóñòîé÷èâûìè), ïðè÷åì “ñòåïåíü
íåóñòîé÷èâîñòè” óðàâíåíèÿ (3) âûøå, ÷åì óðàâíå-
íèÿ (2) [8, 11]. Îäíàêî óñòîé÷èâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé òèïà (3) äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàçðàáî-
òàíû [4, 7–10]. Îñíîâíûì (óñòîé÷èâûì) ìåòîäîì
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ñ÷èòàåòñÿ ìåòîä ÏÔ ñ ðåãó-
ëÿðèçàöèåé Òèõîíîâà [3, 4, 6–10]. Íàçîâåì åãî ïåð-
âûì ìåòîäîì.

Îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî
åùå áîëåå ýôôåêòèâíûì (è òàêæå óñòîé÷èâûì) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä êâàäðàòóð ñ ðåãóëÿðèçàöèåé Òèõîíî-
âà. Íàçîâåì åãî âòîðûì ìåòîäîì.

Äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ðåãóëÿðèçîâàííîå (óñòîé÷èâîå) ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (3) ìåòîäîì ÏÔ ñ ðåãóëÿðèçàöèåé Òèõîíîâà
èìååò âèä [3, 4, 6–10]

y

x, s

Δ g (x, y)

Ðèñ. 1. Ñìàçàííîå èçîáðàæåíèå. g(x, y) – ðàñïðåäå-
ëåíèå èíòåíñèâíîñòè ïî èçîáðàæåíèþ, Δ – ñäâèã
(ñìàç), îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ñìàçà.
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1( ) ( ) ,
2

i sw s W e d
∞

− ω
α α

−∞

= ω ω
π ∫               

(5)

ãäå ðåãóëÿðèçîâàííûé ôóðüå-ñïåêòð ðåøåíèÿ

2
( ) ( )( ) ,

( ) p
K GW
Lα

−ω ω
ω =

ω + αω                    (6)

ïðè÷åì

sin( ) cos( ) 1( ) ( ) ,i xK k x e dx i
∞

ω

−∞

ωΔ ωΔ −
ω = = +

ωΔ ωΔ∫   
(7)

( ) ( ) i xG g x e dx
∞

ω

−∞

ω = ∫                    (8)

– ôóðüå–ñïåêòðû ÿäðà k(x) è ïðàâîé ÷àñòè g(x) óðàâ-
íåíèÿ (3), L(ω) = |K(ω)|2 = K(ω)K(–ω), α > 0 – ïàðà-
ìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, p = 1, 2, 3, … – ïîðÿäîê ðåãó-
ëÿðèçàöèè (îáû÷íî p = 1).

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ìåòîäà
âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî è ïðÿìîãî ïðåîáðàçîâàíèé
Ôóðüå (5), (7), (8) âûïîëíÿþòñÿ â âèäå äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ) èëè áûñòðîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÁÏÔ).

Âûáîð α ìîæíî îñóùåñòâëÿòü, íàïðèìåð, îáîá-
ùåííûì ïðèíöèïîì íåâÿçêè [4, 9, 10]. Îäíàêî äëÿ
çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè èçîáðàæåíèé, êàê ïîêàçàëà
ïðàêòèêà, áîëåå ýôôåêòèâåí ñïîñîá ïîäáîðà (ïîä-
ðîáíîñòè ñì. â [5–8]).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìå-
òîäîì êâàäðàòóð ñ ðåãóëÿðèçàöèåé Òèõîíîâà (âòî-
ðûì ìåòîäîì). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì y ïðàâàÿ ÷àñòü g(x) çàäàíà ïðè
x∈ [c, d], à ôóíêöèÿ w(s) èùåòñÿ ïðè s∈ [a, b] (îáû÷-
íî [a, b]⊆ [c, d]). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè
(3) áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèå îáùåãî òèïà

( , ) ( ) ( ), ,
b

a

Aw k x s w s ds g x c x d≡ = ≤ ≤∫         (9)

ãäå
1/ ,  [ , 0],

( , ) ( )
0,     [ , 0],

x s
k x s k x s

x s
Δ − ∈ −Δ⎧

= − = ⎨ − ∉ −Δ⎩      
(10)

A – èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð.
Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà ê

óðàâíåíèþ (9) ïîðîæäàåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
II ðîäà [7–10]

( ) ( , ) ( ) ( ),
b

a

w t R t s w s ds F t a t bα αα + = ≤ ≤∫      (11)

ñ íîâûì (ñèììåòðè÷íûì, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íûì) ÿäðîì

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
d

c

R t s R s t k x t k x s dx= = ∫         
(12)

è ñ íîâîé ïðàâîé ÷àñòüþ

( ) ( , ) ( ) .
d

c

F t k x t g x dx= ∫                     (13)

Çäåñü wα – ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå (çàâèñÿùåå
îò ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè α).

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) èñïîëü-
çóåì ìåòîä êâàäðàòóð. Ïîëàãàåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì y ïðàâàÿ ÷àñòü g(x) çàäàíà íà ðàâíî-
ìåðíîé ñåòêå óçëîâ: xi = c + hi, i = 0, 1, …, m, xm = d, à
ðåøåíèå w(s) èùåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íà äðóãîé
ðàâíîìåðíîé ñåòêå: sj = tj = a + hj, j = 0, 1, …, n, sn =
= tn = b, ãäå h = Δx = Δs = Δt = const – øàã äèñêðåòè-
çàöèè ïî x, s è t (áîëåå îáùèå ñëó÷àè íåðàâíîìåð-
íûõ ñåòîê ðàññìîòðåíû â [7–10]). Ïðè ýòîì ïðåäåëû
c, d, a è b çàâèñÿò îò y.

Èíòåãðàëû â (11)–(13) àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íû-
ìè ñóììàìè (îáû÷íî ïî ôîðìóëå òðàïåöèé). Â ðå-
çóëüòàòå âìåñòî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (11) ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (ÑËÀÓ) [7–10]

( ) ,T TC A A w A gαα + =                    (14)

ãäå C – íåêîòîðàÿ äèàãîíàëüíàÿ (â ÷àñòíîñòè, åäè-
íè÷íàÿ) ìàòðèöà, A – ìàòðèöà M×N, AT – òðàíñïî-
íèðîâàííàÿ ìàòðèöà N×M, ãäå M = m + 1, N = n + 1
(ïîäðîáíîñòè ñì. â [7–10]).

Ó ñèñòåìû óðàâíåíèé (14) ìàòðèöà αC + ATA ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, ñèììåòðè÷íîé, ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ (14)
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Õîëåöêîãî [9].

×èñëåííàÿ èëëþñòðàöèÿ ìåòîäîâ

Ïåðâûé è âòîðîé ìåòîäû ïðîèëëþñòðèðóåì ñëå-
äóþùèì ÷èñëåííûì ìîäåëüíûì ïðèìåðîì (ñð. [7,
ñòð. 198, 8, p. 162]). Ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì
y ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè âäîëü s íà íåèñêà-
æåííîì èçîáðàæåíèè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ôóí-
êöèåé (ñóììîé 5 ãàóññèàíîâ):

2

2 2

2 2

0,66( ) 6,5exp
0,085

0,41 0,149exp 12exp
0,075 0,084

0,41 0,6714exp 9exp ,
0,095 0,065

sw s

s s

s s

⎡ ⎤+⎛ ⎞
= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(15)

s∈ [a, b], a = –0,85, b = 0,85, ÿäðî k(x) – òàêæå ãàóñ-
ñèàíà:
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2
( ) / ,qxk x q e−= π                       (16)

q = 47. Òàêîå ÿäðî ïðèìåðíî ñîîòâåòñòâóåò ÿäðó (4)
ïðè Δ ≈ 0,3.

Ñíà÷àëà ðåøàëàñü ïðÿìàÿ çàäà÷à: ïóòåì ÷èñëåí-
íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âû÷èñëÿëàñü ôóíêöèÿ

( ) ( ) ( ) ,
b

a

g x k x s w s ds c x d= − ≤ ≤∫          (17)

íà äèñêðåòíîé ñåòêå óçëîâ x = c, c + h, …, d, ïðè÷åì
h = 0,0125, c = –1, d = 1. Çàòåì ê çíà÷åíèÿì g(x)
áûëè äîáàâëåíû ïîãðåøíîñòè δg, ðàñïðåäåëåííûå
ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì
îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì
σ = 0,05, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåø-
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Ðèñ. 4. Ðåêîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ âòîðûì ìåòî-
äîì ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y.
1, 2 – òî æå, ÷òî íà ðèñ. 2; 3 – ðåêîíñòðóèðîâàííîå
ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè wα(s).

Ðèñ. 2. Ðåêîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ ïåðâûì ìåòî-
äîì ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y.
1 – èíòåíñèâíîñòü w(s) âäîëü íåèñêàæåííîãî èçîá-
ðàæåíèÿ, 2 – èíòåíñèâíîñòü g(x) âäîëü ñìàçàííîãî
èçîáðàæåíèÿ, 3 – ÿäðî k(x) èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, 4 – ðåêîíñòðóèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè wα(s) áåç ïåðåñòàíîâêè ïîëîâèí ðåøåíèÿ.

Ðèñ. 3. Ðåêîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ ïåðâûì ìåòî-
äîì ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y.
1, 2, 3 – òî æå, ÷òî íà ðèñ. 2; 4 – ðåêîíñòðóèðîâàí-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè wα(s) ïîñëå ïå-
ðåñòàíîâêè ïîëîâèí ðåøåíèÿ.
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–2

íîñòè ≈ 1%. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû: èíòåíñèâíîñòü
w(s) âäîëü íåèñêàæåííîãî èçîáðàæåíèÿ (êðèâàÿ 1),
èíòåíñèâíîñòü g(x) âäîëü ñìàçàííîãî èçîáðàæåíèÿ
(êðèâàÿ 2), ÿäðî k(x) (êðèâàÿ 3). Âèäíî, ÷òî ôëóêòó-
àöèè, ïðèñóòñòâóþùèå â ôóíêöèè w(s), â çíà÷èòåëü-
íîé ñòåïåíè çàãëàæåíû â ôóíêöèè g(x).

Çàòåì ðåøàëàñü îáðàòíàÿ çàäà÷à – âîññòàíîâëå-
íèå w(s) ïî èçìåðåííîé g∼∼∼∼∼(x) = g(x) + δg ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî è âòîðîãî ìåòîäîâ.

Ðåøåíèå ïåðâûì ìåòîäîì óðàâíåíèÿ (3) ñ ïðà-
âîé ÷àñòüþ g∼∼∼∼∼ (x) âûïîëíÿëîñü ïî ôîðìóëàì (5)–(8),
ïðè÷åì íåïðåðûâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÍÏÔ)
çàìåíÿëèñü ÄÏÔ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñü îäè-
íàêîâûå íîñèòåëè äëÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â (3)
(ñð. [8, p. 166, 10, ñ. 39]): suppk(x) = w(s) = g∼∼∼∼∼(x) ⊆ [c, d].
Øàã äèñêðåòèçàöèè h = Δx = Δs = 0,0125, ÷èñëî øà-
ãîâ m(d – c)/h = 160, ÷èñëî óçëîâ M = m + 1 = 161.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøå-
íèå (ðåêîíñòðóèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâ-
íîñòè ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè y)
wα(s), ðàññ÷èòàííîå ïåðâûì ìåòîäîì ïðè p = 1,
α = 10–8 (êðèâàÿ 4). Âèäèì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ïî-
ëîâèíû ðåøåíèÿ (êàê îáðàòíîãî ÄÏÔ) îêàçàëèñü
ïåðåñòàâëåííûìè ìåñòàìè. Ýòî ÷àñòî èìååò ìåñòî
äëÿ ÄÏÔ è ñâÿçàíî ñ òàêèìè åãî ñâîéñòâàìè è ïî-
íÿòèÿìè, êàê ïåðèîäè÷íîñòü, îñíîâíîé èíòåðâàë,
ïîëóèíòåðâàëû è äð. [7, ñòð. 169], [10, ñòð. 39, 123].
Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè (ïåðåñòàíîâêè ëåâîé è ïðà-
âîé ïîëîâèí ðåøåíèÿ) ðåøåíèå wα(s) ïðèîáðåëî
âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3 (êðèâàÿ 4).

Ðåøåíèå âòîðûì ìåòîäîì óðàâíåíèÿ (9) ñ ïðàâîé
÷àñòüþ g∼∼∼∼∼(x) îñóùåñòâëÿëîñü ïî ôîðìóëàì (11)–(14) íà
ñåòêàõ óçëîâ: x = c, c + h, …, d, s = a, a + h, …, b, t = a,
a + h, …, b ïðè÷åì a = –0,85, b = 0,85, ÷èñëî óçëîâ ïî
x M = 161, à ïî s è t N = 137. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî
ðåãóëÿðèçîâàííîå ðåøåíèå wα(s), ïîëó÷åííîå âòîðûì
ìåòîäîì ïðè α = 10–3,5 (êðèâàÿ 3).
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Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ è âûâîäû

Ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ (ìåòîäà ÏÔ è ìåòîäà
êâàäðàòóð ñ ðåãóëÿðèçàöèåé Òèõîíîâà) ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Îáà ìåòîäà ïðè óäà÷íî âûáðàííûõ íàïðàâ-
ëåíèè ñìàçà èçîáðàæåíèÿ, âåëè÷èíå ñìàçà Δ è
ïàðàìåòðå ðåãóëÿðèçàöèè α ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî
ýôôåêòèâíî âîññòàíàâëèâàòü ñìàçàííûå èçîáðà-
æåíèÿ (ñì. ðèñ. 3 è 4, à òàêæå [6, 7, ñòð. 65, 8,
pp. 193–197]).

2. Òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ îáîèìè ìåòîäàìè
ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâà (ñð. ðèñ. 3 è 4). Ïðè÷åì
îáà ìåòîäà äàþò íà êðàÿõ, à òàêæå â ìåñòàõ øèðî-
êèõ îáëàñòåé ïî÷òè íóëåâûõ çíà÷åíèé ðåøåíèÿ wα(s)
ëîæíûå çíàêîïåðåìåííûå ôëóêòóàöèè – ýôôåêò Ãèá-
áñà. Ýòîò ýôôåêò ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïîëàãàÿ
wα(s) = 0, åñëè wα(s) < 0. Íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
áîëåå ñîâåðøåííûé ïîäõîä, à èìåííî ìåòîä ðåãó-
ëÿðèçàöèè Òèõîíîâà ñ îãðàíè÷åíèåì íà ðåøåíèå
wα(s) ââèäó åãî ïîëîæèòåëüíîñòè [10, ñòð. 118].
Îäíàêî òàêîé ïîäõîä íàèáîëåå ýôôåêòèâåí ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè êâàäðàòóð, íî íå ÏÔ.

3. Ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïåðâîãî ìåòîäà äî-
ïóñòèìû ëèøü îäíîìåðíûå ìàññèâû, à âòîðîé
ìåòîä èñïîëüçóåò êàê îäíî-, òàê è äâóõìåðíûå
ìàññèâû, ò. å. òðåáóåò áîëüøåé êîìïüþòåðíîé
ïàìÿòè.

4. Ïåðâûé ìåòîä âñëåäñòâèå çàìåíû ÍÏÔ íà ÄÏÔ
îòÿãîùåí òàêèìè îñîáåííîñòÿìè ÄÏÔ, êàê ïåðèî-
äè÷íîñòü, ýôôåêò íàëîæåíèÿ, ðàâåíñòâî äëèí íîñè-
òåëåé ôóíêöèé è äð. [7, ñòð. 169, 10, ñòð. 39, 123].
Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî ìåòî-
äà ìîãóò áûòü ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè ëåâàÿ è ïðàâàÿ
ïîëîâèíû ðåøåíèÿ wα(s) (ñð. ðèñ. 2 è 3). Âòîðîé
ìåòîä ýòîãî íåäîñòàòêà íå èìååò.

5. Åñëè â ïåðâîì ìåòîäå èñïîëüçîâàòü ÁÏÔ äëÿ
óñêîðåíèÿ îáðàáîòêè, íàïðèìåð, èçîáðàæåíèÿ äâè-
æóùåéñÿ öåëè [8, pp. 196, 197], òî ïðè êàæäîì çíà-
÷åíèè y ÷èñëî îòñ÷åòîâ M âäîëü x (ñì. ðèñ. 1) äîëæ-
íî áûòü öåëîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, èíà÷å çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè g íóæíî èñêóññòâåííî äîïîëíÿòü íóëÿìè
èëè æå èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå ÄÏÔ, ÷òî ìîæåò ñíè-
çèòü ñêîðîñòü îáðàáîòêè. Âî âòîðîì ìåòîäå ÷èñëà
óçëîâ M è N ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè (âîîáùå
ãîâîðÿ, çàâèñÿùèìè îò y). Åñëè æå òðåáóåòñÿ âûñî-
êàÿ ñêîðîñòü îáðàáîòêè, òî âòîðîé ìåòîä ìîæåò áûòü
ìîäèôèöèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàïèøåì ðå-
øåíèå ÑËÀÓ (14) â âèäå

wα = Bαg,                            (18)
ãäå

Bα = (αC + ATA)–1AT                              (19)
– ìàòðèöà N×M, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàðàíåå ðàñ-
ñ÷èòàíà (ìîæåò áûòü îäíà è òà æå äëÿ âñåõ çíà÷å-

íèé y). Â ðåçóëüòàòå ðåêîíñòðóêöèÿ èçîáðàæåíèÿ
ñâåäåòñÿ ê óìíîæåíèþ ìàòðèöû B íà âåêòîð g ïðè
êàæäîì çíà÷åíèè y. Ýòî – íàèáîëåå áûñòðûé àëãî-
ðèòì ðåêîíñòðóêöèè.

Êðàòêî ãîâîðÿ, âòîðîé ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè ñìà-
çàííûõ èçîáðàæåíèé îáëàäàåò áîëüøèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè, ÷åì ïåðâûé ìåòîä ðåêîíñòðóêöèè.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ñòàâèëàñü ÷èñòî
ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à – ñðàâíåíèå äâóõ ìåòîäîâ,
ïîýòîìó ìû ïðèâåëè â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííóþ
ðåêîíñòðóêöèþ ëèøü îòäåëüíîé ñòðîêè èçîáðà-
æåíèÿ. Â ïîñëåäóþùåé ïóáëèêàöèè áóäåò ïðèâå-
äåíà ðåêîíñòðóêöèÿ öåëîãî èçîáðàæåíèÿ îáîèìè
ìåòîäàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò
¹ 05-08-01304-à).
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