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1. Ââåäåíèå

Âûáîð ìîäåëè, íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþ-
ùåé íåêîòîðûé íàáîð äàííûõ, ÿâëÿåòñÿ îáùåé çà-
äà÷åé, âñòðå÷àþùåéñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ íàó÷íîé
äåÿòåëüíîñòè. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ ýòîé çàäà÷è äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ.
Âñå ýòè ìåòîäû óñëîâíî ìîæíî ðàçäåëèòü íà ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå è íåïàðàìåòðè÷åñêèå. Â ñëó÷àå ïîñò-
ðîåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ÷èñëî ïàðàìåò-
ðîâ îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ñðàâíèâàòü ìîäåëè ëèøü íà îñíîâå òîé îøèáêè,
ñ êîòîðîé îíè îïèñûâàþò èìåþùèåñÿ äàííûå (íà-
ïðèìåð, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ (ÑÊÎ).

Îäíàêî äîñòàòî÷íî ÷àñòî ìîæåò âîçíèêàòü ïî-
òðåáíîñòü ñðàâíèâàòü ìîäåëè ñ ðàçíûì ÷èñëîì ïà-
ðàìåòðîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ îøèáêè,
ñ êîòîðîé äàííûå îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ, â ðåçóëü-
òàòå äàåò ìîäåëü ñ áî′ëüøèì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ,
î÷åíü õîðîøî îïèñûâàþùóþ èìåþùèåñÿ äàííûå,
íî ïëîõî ïðåäñêàçûâàþùóþ íîâûå äàííûå. Â ðàáî-
òàõ ïî èñêóññòâåííûì íåéðîííûì ñåòÿì ýòîò ýô-
ôåêò èçâåñòåí, êàê íèçêàÿ îáîáùàþùàÿ ñïîñîáíîñòü
â ðåçóëüòàòå ïåðåîáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñðàâ-
íåíèè ìîäåëåé ñ ðàçíûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ êðèòå-
ðèè íàïîäîáèå ÑÊÎ íåäîñòàòî÷íû äëÿ îöåíêè êà-
÷åñòâà ìîäåëåé.

Êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ äàííîé ïðî-
áëåìû ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå èìåþùèõñÿ äàííûõ íà
îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ âûáîðêè, ÷òî ïîçâîëÿåò íå-
ïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿòü ïðîãíîñòè÷åñêóþ ñèëó
ìîäåëè. Ïðè ýòîì, îäíàêî, òåðÿåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ
÷àñòü èíôîðìàöèè, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ êðèòè÷íûì
ïðè ìàëîì îáúåìå èìåþùèõñÿ äàííûõ.

Äðóãèì ïîäõîäîì ÿâëÿåòñÿ âêëþ÷åíèå ñëîæíî-
ñòè ìîäåëè (íàïðèìåð, ÷èñëà åå ïàðàìåòðîâ) â
êðèòåðèé êà÷åñòâà ìîäåëè ñîâìåñòíî ñ îøèáêîé
îïèñàíèÿ. Â áàéåñîâñêèõ ìåòîäàõ ýòî ñîîòâåòñòâóåò
çàäàíèþ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîäåëåé íà
îñíîâå èõ ñëîæíîñòè. Îäíàêî êàê èìåííî ñëåäóåò
ó÷èòûâàòü ñëîæíîñòü ìîäåëè, îñòàåòñÿ íå ñîâñåì
ÿñíûì.

Ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ìîäåëè âû-
ïîëíÿåòñÿ â ìåòîäàõ, îñíîâàííûõ íà òåîðèè èíôîð-
ìàöèè. Çäåñü ñëîæíîñòü ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ÷èñëî áèò, íåîáõîäèìûõ, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü ýòó
ìîäåëü. Ýòî îáû÷íî âûðàæàåòñÿ â ïðèíöèïå ìèíè-
ìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ (ÌÄÎ) äëÿ âûáîðà ìîäå-
ëè [1]: ñëåäóåò âûáèðàòü òó ìîäåëü, êîòîðàÿ ìèíè-
ìèçèðóåò ñóììó äëèí îïèñàíèÿ ìîäåëè è äàííûõ,
çàêîäèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñ-
êîå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ÌÄÎ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è íàõîæäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåæäó äâóìÿ íàáîðàìè òî÷åê. Äàííàÿ çàäà÷à âîçíè-
êàåò ïðè ñîâìåùåíèè èçîáðàæåíèé, ò. å. ïðè óñòà-
íîâëåíèè ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, îòî-
áðàæàþùåãî îäíî èçîáðàæåíèå â ñèñòåìó êîîðäè-
íàò äðóãîãî èçîáðàæåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íà äâóõ èçîáðàæåíèÿõ ñî-
âïàäàëè. Ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ïîëàãàåòñÿ, ÷òî òèï
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçâåñòåí àïðè-
îðè [2, 3], íî äëÿ ðàçðàáîòêè äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ ñîâìåùåíèÿ èçîáðàæåíèé îò ýòîãî
óñëîâèÿ íåîáõîäèìî îòêàçàòüñÿ. Èìåííî çàäà÷à âû-
áîðà ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì
ïàðàìåòðîâ è ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òåìîé äàííîé ðà-
áîòû. Ïðè ýòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ àëãîðèòìàìè
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ïîèñêà îïîðíûõ òî÷åê è îòîæäåñòâëåíèÿ òî÷åê íà
äâóõ èçîáðàæåíèÿõ, êîòîðûå íàìè áûëè îïèñàíû
ðàíåå [4–6].

Áîëüøîå âíèìàíèå çäåñü óäåëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêîé
ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáàòûâàåìûõ àëãîðèòìîâ è äå-
ìîíñòðàöèè òîãî, êàê èìåííî ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðèíöèï ÌÄÎ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü äàíû äâà íàáîðà îòîæäåñòâëåííûõ îïîð-
íûõ òî÷åê {(xi, yi)}

N
i=1 è {(x′i, y′i)}

N
i=1, ãäå xi, yi – êîîð-

äèíàòû i-é îïîðíîé òî÷êè íà ïåðâîì èçîáðàæå-
íèè, x ′i, y ′i – êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùåé åé
îïîðíîé òî÷êè íà âòîðîì èçîáðàæåíèè, à N – ÷èñëî
ïàð îïîðíûõ òî÷åê. È ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé {gk(x, y, ak):R2 →
→ R2|ak ∈ Rdk}K

k=1, ãäå K – êîëè÷åñòâî êëàññîâ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ak – dk-êîìïîíåíòíûé âåêòîð ïàðàìåò-
ðîâ k-ãî êëàññà. Çäåñü ìû âêëþ÷àåì â ýòî ìíîæå-
ñòâî âñå âîçìîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàëëåëüíî-
ãî ïåðåíîñà, ãðóïïû äâèæåíèÿ, ãðóïïû ïîäîáèÿ,
àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, áèëèíåéíûå è ïîëèíî-
ìèàëüíûå (òî÷íåå, êâàäðàòè÷íûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Âûáîð äîïóñòèìûõ êëàññîâ ïðåîáðàçîâàíèé
èìååò çíà÷åíèå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ,
íî íå ñàìîãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà. Ïåðå÷èñ-
ëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ õàðàêòåðíû äëÿ çàäà÷è
ñîâìåùåíèÿ àýðîêîñìè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êëàññ,
ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå, êîòîðîå òðåáóåòñÿ íàéòè, àïðèîðè íåèç-
âåñòåí, à îïîðíûå òî÷êè çàäàíû ñ íåêîòîðîé ïîãðåø-
íîñòüþ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé øèðîêî èçâå-
ñòíîé òðóäíîñòè. Åñëè äàííûå íàáîðû îïîðíûõ
òî÷åê ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì áîëåå ïðîñòîãî
âèäà, ÷åì èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü, òî “ëèøíèå” êîýô-
ôèöèåíòû ìîäåëè áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ. Òàêàÿ èç-
ëèøíå óñëîæíåííàÿ ìîäåëü áóäåò ñ ìåíüøåé îøèá-
êîé îïèñûâàòü äàííûé íàáîð òî÷åê, íî ñ áîëüøåé
îøèáêîé îòîáðàæàòü òî÷êè, íå âîøåäøèå â âûáîð-
êó îïîðíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ìåíüøåå çíà÷åíèå ÑÊÎ è â òî æå âðå-
ìÿ îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ õóæå, ÷åì áîëåå ïðîñòàÿ
ìîäåëü. Êàê ñëîæíîñòü, òàê è òî÷íîñòü ìîäåëè àäåê-
âàòíî ó÷èòûâàþòñÿ â êðèòåðèè ÌÄÎ, ÷òî ïîçâîëÿ-
åò ðåøèòü ïðîáëåìó âûáîðà ìåæäó ïðîñòðàíñòâåí-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ðàçíîé ñëîæíîñòè.

3. Îöåíêà äëèíû îïèñàíèÿ

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ gk(x, y, ak) çàïèøåì ñâÿçü ìåæäó îïîðíûìè
òî÷êàìè äâóõ èçîáðàæåíèé:

( )
( )

, ,

, ,

, , ,

, , ,
i x k i i k x i

i y k i i k y i

x g x y e

y g x y e

′⎧ = +⎪
⎨ ′= +⎪⎩

a

a                 
(1)

ãäå ei = (ex, i, ey, i) – âåëè÷èíû íåâÿçîê. Òîãäà êîîðäè-
íàòû òî÷åê âòîðîãî ìíîæåñòâà {(x′i, y′i)}

N
i=1 ìîãóò áûòü

âîññòàíîâëåíû ïî êîîðäèíàòàì òî÷åê ïåðâîãî ìíî-
æåñòâà {(xi, yi)}

N
i=1, åñëè èçâåñòíû íîìåð k êëàññà

âûáðàííîé ìîäåëè, âåêòîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ýòîé ìîäåëè ak è âåëè÷èíû íåâÿçîê {(ex, i, ey, i)}

N
i=1.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ÌÄÎ ëó÷øåé áóäåò òà ìîäåëü,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíóþ äëè-
íó îïèñàíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç ïåðå÷èñëåííûõ êîìïî-
íåíòîâ. Äëèíó îïèñàíèÿ òî÷åê ïåðâîãî ìíîæåñòâà
{(xi, yi)}

N
i=1 ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, òàê êàê ýòî ïîñòîÿí-

íîå ñëàãàåìîå, íå çàâèñÿùåå îò ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè. Òàêæå ìîæíî óñëîâèòüñÿ, ÷òî íîìåðà êëàñ-
ñîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè ñ îäèíàêîâûì
÷èñëîì áèò, è íå ó÷èòûâàòü ýòî çíà÷åíèå. Ýòî ñîîò-
âåòñòâóåò çàäàíèþ îäèíàêîâûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ìîäåëåé. Åñëè ýòè àïðèîð-
íûå âåðîÿòíîñòè èçâåñòíû (èëè ìîãóò áûòü îï-
ðåäåëåíû â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ñè-
ñòåìû), òî âíåñåíèå äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî â
îöåíêó äëèíû îïèñàíèÿ íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàþòñÿ äâà êîìïîíåíòà, äëè-
íû îïèñàíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îöåíèòü, – ýòî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ak ìîäåëè äàííîãî êëàññà k (ðå-
ãóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ) è íåâÿçêè {(ex, i, ey, i)}

N
i= 1

(ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà âòî-
ðîé êîìïîíåíò îïèñàíèÿ.

3.1. Îöåíêà äëèíû îïèñàíèÿ íåâÿçîê

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ïàðàìåòðû ak ìîäå-
ëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èçâåñòíû.
Òîãäà çíà÷åíèÿ íåâÿçîê {(ex, i, ey, i)}N

i=1 òàêæå ìîãóò
áûòü âû÷èñëåíû. Óäîáíî ñ÷èòàòü âåêòîðû (ex, i, ey, i)
íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè, ò. å.
ñ÷èòàòü ýòè çíà÷åíèÿ îòñ÷åòàìè íåêîòîðîãî ñëó÷àé-
íîãî âåêòîðà (ex, ey). Òîãäà äëèíà îïèñàíèÿ íåâÿçîê
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ýíòðîïèþ ýòîãî ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà, óìíîæåííóþ íà N. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíûõ ïðîöåäóð îáû÷íî
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåâÿçêè ðàñïðåäåëåíû ïî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó, òîãäà ýíòðîïèÿ îêàçûâàåòñÿ
[7, ñ. 129] ïðîïîðöèîíàëüíîé ëîãàðèôìó ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, à äëèíà îïèñàíèÿ íåâÿ-
çîê ìîæåò áûòü îöåíåíà êàê

( ) ( )( )2 2log log 2 ,e x yL N e e c= σ + σ +          (2)

ãäå
0,5

2

1

1( )
N

i
i

e e
N

=

⎛ ⎞
σ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ – ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå çíà÷å-

íèå íåâÿçîê, à c – íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà (íå çàâèñÿùàÿ
îò ìîäåëè ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïîòîìó íå ó÷àñòâóþùàÿ
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ïðè ñðàâíåíèè ìîäåëåé). Îòìåòèì, ÷òî â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå [7, ñ. 130] âìåñòî ñóììû ëîãàðèôìîâ âåëè÷èí
σ(ex) è σ(ey) â ôîðìóëå (2) íóæíî èñïîëüçîâàòü
ëîãàðèôì îïðåäåëèòåëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-
öû ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ex, ey), îäíàêî äëÿ
ïðàêòè÷åñêèõ íóæä ôîðìóëà (2) îáû÷íî áûâàåò
ïðèåìëåìîé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè âû÷èñëåíèè ýíòðîïèè
íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåîáõîäèìî ó÷è-
òûâàòü îïîðíóþ ïëîòíîñòü (êîòîðàÿ â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå îòâå÷àåò òî÷íîñòè çàäàíèÿ çíà÷åíèé ýòîé
âåëè÷èíû), ïîýòîìó îöåíêà (2) íå âïîëíå êîððåêòíà
[7, ñ. 30–33]. Ýòî îñîáåííî õîðîøî âèäíî ïðè σ → 0
(òîãäà Le → –∞, ÷òî, êîíå÷íî, ëèøåíî ñìûñëà). Äëÿ
íóæä ñîâìåùåíèÿ èçîáðàæåíèé ýòó òðóäíîñòü ëåã-
êî îáîéòè, åñëè ñ÷èòàòü òî÷íîñòü çàäàíèÿ êîîðäè-
íàò îïîðíûõ òî÷åê èçâåñòíîé (íàïðèìåð, 1 ïèêñåë)
è ïîëàãàòü äëèíó îïèñàíèÿ Le = 0, êîãäà íåâÿçêè îêà-
çûâàþòñÿ ìåíüøå ýòîé òî÷íîñòè (áîëåå ýëåãàíòíî
ýòà òðóäíîñòü ðàçðåøàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àë-
ãîðèòìè÷åñêîé òåîðèè èíôîðìàöèè À.Í. Êîëìîãî-
ðîâà, ðàññìîòðåíèå êîòîðîé, îäíàêî, âûõîäèò çà ðàì-
êè ñòàòüè).

Åñëè áû çàäà÷à ñòàâèëàñü êàê ïîèñê ïàðàìåòðîâ
ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìèíèìèçèðóþ-
ùèõ âåëè÷èíó Le, òî ìû áû ïîëó÷èëè êëàññè÷åñêèé
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Îäíàêî ñî-
ãëàñíî ïðèíöèïó ÌÄÎ òðåáóåòñÿ òàêæå ó÷åñòü äëè-
íó îïèñàíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3.2. Îöåíêà äëèíû îïèñàíèÿ
ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êàæäûé ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæåí îïè-
ñûâàòüñÿ îïðåäåëåííûì ÷èñëîì áèò èíôîðìàöèè.
Êàê ïðàâèëî, ýòî ÷èñëî ñ÷èòàþò îäèíàêîâûì äëÿ
âñåõ ïàðàìåòðîâ [8]. Çäåñü æå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íà îïèñàíèå ðàçíûõ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìîæåò ïðèõîäèòüñÿ ðàçíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè,
ïðè÷åì ýòî êîëè÷åñòâî ìîæåò çàâèñåòü îò ðàñïîëî-
æåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê. Ê ïðèìåðó, åñëè âñå îïîð-
íûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé, òî èçìå-
íåíèå ìàñøòàáà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
ýòîé ïðÿìîé, îöåíåíî áûòü íå ìîæåò (èëè ìîæåò,
íî ñ î÷åíü íèçêîé òî÷íîñòüþ), ò. å. â èñõîäíûõ äàí-
íûõ ïðîñòî íåò èíôîðìàöèè äëÿ îöåíêè ýòîãî ïà-
ðàìåòðà. Ìîæíî áûëî áû çàêîäèðîâàòü ýòîò ïàðà-
ìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ áîëüøèì ÷èñëîì áèò, íî ýòà
èíôîðìàöèÿ áûëà áû íåðåëåâàíòíà ñîäåðæàíèþ
èñõîäíûõ äàííûõ, áîëåå òîãî, îíà áû íèêàê íå âëè-
ÿëà íà âåëè÷èíû íåâÿçîê.

Ìû ïðèìåíèëè ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ èäåþ îöåí-
êè ÷èñëà áèò, êîòîðîå íåîáõîäèìî âûäåëèòü íà îïè-
ñàíèå òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà. Ñíà÷àëà ïàðàìåòð
îöåíèâàåòñÿ ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ, à çàòåì îí

îêðóãëÿåòñÿ äî íåêîòîðîãî äâîè÷íîãî ðàçðÿäà. ×èñ-
ëî ðàçðÿäîâ óìåíüøàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà óâåëè÷å-
íèå äëèíû îïèñàíèÿ íåâÿçîê (êîòîðîå âîçíèêàåò èç-
çà ïîíèæåíèÿ òî÷íîñòè îïèñàíèÿ ïàðàìåòðà) êîì-
ïåíñèðóåòñÿ óìåíüøåíèåì äëèíû îïèñàíèÿ ñàìîãî
ïàðàìåòðà.

Èòàê, äëèíà îïèñàíèÿ ìîäåëè âû÷èñëÿåòñÿ êàê

( )
1

,
d

m i
i

L L a
=

=∑                             (3)

ãäå L(ai) – ÷èñëî áèò, îïòèìàëüíîå äëÿ îïèñàíèÿ i-ãî
ïàðàìåòðà.

4. Àëãîðèòì âûáîðà ìîäåëè

Èòàê, ðåçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äëèíû
îïèñàíèÿ áóäåò:

( )(

( ) ) ( )

2

2
1

log

log 2 .

e m x

d

y i
i

DL L L N e

e c L a
=

= + = σ +

+ σ + +∑               
(4)

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå òàêîé ìîäåëè ïðåîáðà-
çîâàíèÿ, ïðè êîòîðîé áû çíà÷åíèå DL áûëî áû ìè-
íèìàëüíî. Âåëè÷èíû Le è Lm ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü
ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïðè ôèêñèðîâàííîì êëàññå ìîäå-
ëåé Lm = const, ò. å. ïàðàìåòðû îïòèìàëüíîé ìîäåëè
ìîæíî íàõîäèòü ïóòåì ìèíèìèçàöèè Le, äëÿ ÷åãî
âïîëíå ïîäõîäèò ÌÍÊ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì
âûáîðà ìîäåëåé ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. Âçÿòü îäèí èç äîïóñòèìûõ êëàññîâ ïðåîáðà-
çîâàíèé.

2. Ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå
ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîãî êëàññà.

3. Îöåíèòü ÷èñëî áèò, îïòèìàëüíîå äëÿ îïèñà-
íèÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ.

4. Ïîñ÷èòàòü îáùóþ äëèíó îïèñàíèÿ DL = Le + Lm
è ñðàâíèòü åå ñ äëèíàìè îïèñàíèÿ ìîäåëåé ðàíåå
ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ýòèì àëãîðèòìîì â äîïîëíåíèå ê
îïðåäåëåíèþ êëàññà ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ è îöåíêå åãî ïàðàìåòðîâ òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
è òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ýòè ïàðàìåòðû îöåíåíû. Ýòî
ñâîéñòâî ìîæåò áûòü âåñüìà ïîëåçíûì íà ïðàêòèêå.

5. Èñêëþ÷åíèå âûáðîñîâ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñîâìåùåíèÿ èçîáðàæåíèé
÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå îïîðíûå òî÷êè íà
äâóõ èçîáðàæåíèÿõ îòîæäåñòâëåíû íåâåðíî. Â ðå-
çóëüòàòå òàêèå ïàðû òî÷åê èñêàæàþò îáùåå ïðîñòðàí-
ñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ñíèæàÿ òî÷íîñòü ñîâìåùå-
íèÿ. Ïðèíöèï ÌÄÎ ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êðèòåðèé
âûáîðà ìîäåëè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ó÷åòîì âûáðîñîâ.

Âûáðîñ íå ó÷àñòâóåò â ïîñòðîåíèè ìîäåëè, ïî-
ýòîìó îïèñàíèå âûáðîñîâ ñëåäóåò îòäåëèòü îò îïè-
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ñàíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ òî÷åê. Åñëè êîîðäèíàòû îïîð-
íûõ òî÷åê îïèñûâàþòñÿ ÷åðåç íåâÿçêè îòíîñèòåëü-
íî îáùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî êîîðäèíàòû âûáðî-
ñîâ äîëæíû îïèñûâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî (èëè â
áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ âûáðîñîâ äîëæ-
íà èñïîëüçîâàòüñÿ îòäåëüíàÿ ìîäåëü).

Ïóñòü âñå êîîðäèíàòû îïèñûâàþòñÿ ñ íåêîòîðîé
òî÷íîñòüþ ε. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ îäíîé êîîðäèíà-
òû x íóæíî log2[D(x)/ε] áèò, ãäå D(x) îïðåäåëÿåò äè-
àïàçîí, â êîòîðîì ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå x, íàïðèìåð,
ýòî ìîæåò áûòü øèðèíà èçîáðàæåíèÿ èëè ÑÊÎ àáñ-
öèññ îïîðíûõ òî÷åê.

Äëÿ îïèñàíèÿ îäíîé íåâÿçêè òðåáóåòñÿ log2[σ(e)/ε]
áèò (–log2ε = c, ñì. óðàâíåíèå (2)). Ïðè èñêëþ÷åíèè
îäíîé òî÷êè èç îáùåé ìîäåëè íåâÿçêàì áóäåò ñîîò-
âåòñòâîâàòü íîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà e′ ñ äðóãèì
çíà÷åíèåì σ(e′), êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì òî÷-
êàì, êðîìå èñêëþ÷åííîé. Òåïåðü äëÿ õðàíåíèÿ íå-
âÿçîê íóæíî (N – 1)log2[σ(e′)/ε] áèò, à äëÿ îòäåëü-
íîãî õðàíåíèÿ êîîðäèíàòû èñêëþ÷åííîé òî÷êè –
log2[D(x)/ε] áèò. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ÌÄÎ äëÿ
èñêëþ÷åíèÿ âûáðîñà â ïðåäïîëîæåíèè î íîðìàëü-
íîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ íåâÿçîê áóäåò

[ ]
[ ] [ ]

2

2 2

( 1) log ( )/

log ( )/ log ( )/ .

N D e

D x N D e

′− ε +

+ ε > ε            
(5)

Àïðèîðíàÿ òî÷íîñòü ε â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ
ôîðìóëû (5), ê ñ÷àñòüþ, ñîêðàùàåòñÿ. Ñ ó÷åòîì íå-
îáõîäèìîñòè îïèñàíèÿ äâóõ êîîðäèíàò ïîëó÷àåì
êðèòåðèé èñêëþ÷åíèÿ âûáðîñà:

( ) ( ) [ ]

[ ] ( ) ( )
2 2 2

2 2 2

( 1) log log log ( )

log ( ) log log .

x y

x y

N e e D x

D y N e e

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′⎡ ⎤− σ + σ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤⎡ ⎤+ > σ + σ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

(6)

Ýòîò êðèòåðèé èíòåðåñåí ïî íåñêîëüêèì ïðè÷è-
íàì. Îí âêëþ÷àåò ñðåäíþþ îøèáêó äî è ïîñëå èñ-
êëþ÷åíèÿ òî÷êè (îáû÷íî â òàêîì êðèòåðèè èñêëþ÷å-
íèÿ âûáðîñîâ, êàê K-ñèãìà, èñïîëüçóåòñÿ îäíà èç ýòèõ
äâóõ îøèáîê). Â ýòîò êðèòåðèé â ÿâíîì âèäå âõîäèò
÷èñëî òî÷åê (â êðèòåðèè K-ñèãìà ðåêîìåíäóåòñÿ áðàòü
ðàçíûå çíà÷åíèÿ K â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà òî÷åê). È,
íàêîíåö, â ýòîì êðèòåðèè îòñóòñòâóþò ýâðèñòè÷åñêè
çàäàâàåìûå ïàðàìåòðû (ïðàâäà, äëèíó îïèñàíèÿ îò-
äåëüíîé òî÷êè êîððåêòíî îöåíèòü äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íî). Ê ñîæàëåíèþ, áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî
êðèòåðèÿ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.

6. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà

Äëÿ ïðîâåðêè îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà âûáîðà
îïòèìàëüíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ áûëè îñóùåñòâëåíû äâå ãðóïïû òåñòîâ: ïî
ñèíòåçèðîâàííûì íàáîðàì îïîðíûõ òî÷åê è ïî
ðåàëüíûì èçîáðàæåíèÿì.

Â ïåðâîì ñëó÷àå çàäàâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðîñòðàí-
ñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïî êîòîðûì äàëåå ïðîâî-
äèëàñü ãåíåðàöèÿ íàáîðîâ îïîðíûõ òî÷åê: òî÷êè ïåð-
âîãî èçîáðàæåíèÿ âûáèðàëèñü ñëó÷àéíî, à òî÷êè âòî-
ðîãî èçîáðàæåíèÿ ñòðîèëèñü èç íèõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
çàäàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ äîáàâëåíèåì ñëó÷àéíûõ
îøèáîê. Ïîñêîëüêó èñòèííîå ïðåîáðàçîâàíèå â êàæ-
äîì ñëó÷àå áûëî èçâåñòíî, ìîæíî áûëî îöåíèòü ñðåä-
íþþ (ïî âñåìó èçîáðàæåíèþ) òî÷íîñòü íàéäåííîãî
ïî îïîðíûì òî÷êàì ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ñèíòåçèðîâàííûå òåñòû äàâàëè âîçìîæíîñòü îáúåê-
òèâíîãî ñðàâíåíèÿ âûáðàííûõ òåì èëè èíûì ñïîñî-
áîì ìîäåëåé ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü çàäàíî
ïðîñòðàíñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

10 1,02608 0,08977 ,
13 0,08977 1,02608 .

i i i

i i i

x x y
y x y
′= + −⎧

⎨ ′= − + +⎩
           (7)

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñ ìàñøòàáîì 1,03 è
óãëîì ïîâîðîòà 5°. È ïóñòü çàäàí íàáîð èç 6 ïàð
îïîðíûõ òî÷åê. Êîîðäèíàòû òî÷åê íà ïåðâîì èçîá-
ðàæåíèè âûáèðàþòñÿ ñëó÷àéíî, à êîîðäèíàòû ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èì òî÷åê âòîðîãî èçîáðàæåíèÿ âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî óêàçàííîìó ïðåîáðàçîâàíèþ ñ äîáàâ-
ëåíèåì îøèáêè, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé â
äèàïàçîíå [–5, 5] ïèêñåëîâ.

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ñðåäíåé îøèáêè Eemp,
âû÷èñëåííîé äëÿ çàäàííûõ îïîðíûõ òî÷åê, ñðåäíåé
èñòèííîé îøèáêè ïî âñåìó èçîáðàæåíèþ Ereal è äëè-
íû îïèñàíèÿ DL äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïàðàìåòðû êîòîðûõ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ.

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, îøèáêà ñîâìåùåíèÿ, èç-
ìåðåííàÿ ïî îïîðíûì òî÷êàì, óìåíüøàåòñÿ ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷èñëà ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, îäíàêî
ðåàëüíàÿ îøèáêà ïðè ýòîì ìîæåò íà÷àòü âîçðàñòàòü,
êîãäà îöåíèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå, áîëåå ñëîæíîå,
÷åì ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ
ïîðîæäåíèÿ òî÷åê. Òàêæå âèäíî, ÷òî õîòÿ äëèíà
îïèñàíèÿ íå ñòðîãî ñîîòíîñèòñÿ ñ ðåàëüíîé îøèá-
êîé, èõ ìèíèìóìû ñîâïàäàþò. Ïðè òåñòèðîâàíèè íà
ìíîãèõ ïðèìåðàõ áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êðèòåðèé
äëèíû îïèñàíèÿ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïîçâîëÿåò
âûáðàòü òîò êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðè êîòîðîì
èñòèííàÿ îøèáêà îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Òàáëèöà 1. Çàâèñèìîñòü äëèíû îïèñàíèÿ îò ìîäåëè ïðå-
îáðàçîâàíèÿ

Ïðåîáðàçîâàíèå ×èñëî
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Ðåçóëüòàòû ñîâìåùåíèÿ ðàäèîëîêàöèîííîãî (à) è îïòè÷åñêîãî (á) èçîáðàæåíèé ïî óêàçàííûì íà íèõ îïîðíûì
òî÷êàì ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ äâèæåíèÿ (â), ïîäîáèÿ (ã) è àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ä). Ñðåäíåå çíà÷å-
íèå íåâÿçîê äëÿ îïîðíûõ òî÷åê ñîñòàâëÿåò: â – 20,8, ã – 2,9, ä – 2,6 ïèêñåëîâ; çíà÷åíèå DL: â – 58,0, ã – 46,8, ä –
63,8 áèò.

(ä)

(â) (ã)

(à) (á)
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íûõ òî÷åê âûèãðûø îò âûáîðà îïòèìàëüíîãî êëàñ-
ñà ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óìåíüøàåò-
ñÿ, íî ïðîäîëæàåò áûòü äîñòîâåðíûì.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ ïîçâîëÿ-
åò îñóùåñòâèòü âûáîð ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ðàçíîå ÷èñëî ïàðà-
ìåòðîâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêèõ êðèòåðèåâ, êàê ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, âîçíèêàåò òåíäåíöèÿ
âûáèðàòü êàê ìîæíî áîëåå ñëîæíîå ïðîñòðàíñòâåí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå, îäíàêî, íå âñåãäà ïîçâî-
ëÿåò äîñòèãíóòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé òî÷íîñòè.

Ïðåäëîæåííûé íàìè èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé
ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ýòîé ïðîáëåìû, ÷òî âåäåò ê ïî-
âûøåíèþ òî÷íîñòè ñîâìåùåíèÿ. Ýòî îñîáåííî
àêòóàëüíî ïðè ñòðóêòóðíîì ñîâìåùåíèè èçîáðàæå-
íèé, ïîäâåðæåííûõ ðàçëè÷íîãî ðîäà èçìåí÷èâîñòè
(íàïðèìåð, ñåçîííî-ñóòî÷íîé), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé
íà ýòèõ èçîáðàæåíèÿõ îòîæäåñòâëÿåòñÿ ìàëîå ÷èñëî
îïîðíûõ òî÷åê è èõ êîîðäèíàòû ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû ñ áîëüøèìè îøèáêàìè.

Â äàëüíåéøåì ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü ðàñïðîñ-
òðàíåí íà ïðîñòðàíñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íåïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî òèïà, ÷òî àêòóàëüíî äëÿ çàäà÷ ñîâ-
ìåùåíèÿ áèîìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé è èçîáðà-
æåíèé òðåõìåðíûõ ñöåí.
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Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íå âñåãäà êëàññ âûáðàííî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ,
èñïîëüçîâàííîìó äëÿ ïîðîæäåíèÿ òåñòîâûõ äàííûõ,
÷òî îñîáåííî õàðàêòåðíî äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ âûáîðîê
èëè áîëüøèõ øóìîâ. Ýòî è ïîíÿòíî, ïîñêîëüêó òà-
êèå âûáîðêè ìîãóò ïðîñòî íå ñîäåðæàòü èíôîðìà-
öèè î íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ. Âàæ-
íî, ÷òî íà îñíîâå ïðèíöèïà ÌÄÎ âûáèðàåòñÿ íå “èñ-
òèííîå”, à íàèëó÷øåå (ïî ñâîèì ýêñòðàïîëÿöèîííûì
ñâîéñòâàì) ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî ïî èìåþùèìñÿ äàííûì.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îöåíåííîé è èñ-
òèííîé îøèáîê ñîâìåùåíèÿ, à òàêæå äëèíà îïèñà-
íèÿ äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà áèò, îòâîäèìîãî íà ïàðàìåòð
óãëà ïîâîðîòà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, ïîñò-
ðîåííîãî äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà. Êàê âèäíî,
îïòèìàëüíîé (äëÿ èñïîëüçîâàííîãî íàìè íàáîðà
òî÷åê) îêàçûâàåòñÿ òî÷íîñòü â 2–8 ðàä, ÷òî òàêæå
ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó èñòèííîé îøèáêè. Äëÿ
íàøåãî íàáîðà óãîë ïîâîðîòà áûë íàéäåí êàê
5,2° ± 0,22°.

Åñòåñòâåííî, äîñòèæåíèå ìèíèìóìà èñòèííîé
îøèáêè ïðè ìèíèìóìå äëèíû îïèñàíèÿ íå ãàðàíòè-
ðîâàíî, à íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð (âåðîÿòíîñòü
âûáðàòü “ïëîõîå” ðåøåíèå â ðàìêàõ èíôîðìàöèîí-
íîãî ïîäõîäà ïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè óâåëè÷å-
íèè êîëè÷åñòâà èíôîðìàöèè). Îöåíåííàÿ òî÷íîñòü
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ òàêæå ìîæåò ñîäåðæàòü íå-
êîòîðóþ îøèáêó. Óäèâèòåëüíî òî, ÷òî äàæå îêðóãëå-
íèå íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ äî çíà÷àùèõ ðàçðÿäîâ
ìîæåò óâåëè÷èâàòü ðåçóëüòèðóþùóþ òî÷íîñòü ñîâìå-
ùåíèÿ. Îäíàêî òåñòèðîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïðè íå-
ãàóññîâîì ðàñïðåäåëåíèè âíåñåííûõ â êîîðäèíàòû
òî÷åê îøèáîê íå ñëåäóåò äîâåðÿòü ïîëó÷åííîé òî÷-
íîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, õîòÿ ôîðìóëà (4) âñå
åùå ïîçâîëÿåò âûáðàòü êëàññ ïðîñòðàíñòâåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäõîäÿùåé ñëîæíîñòè.

Òåñòèðîâàíèå òàêæå ïîêàçàëî ïîëåçíîñòü âûáî-
ðà êëàññà ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè ñîâìåùåíèè ðåàëü-
íûõ èçîáðàæåíèé. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåí ïðèìåð,
êîãäà òàêîé âûáîð ïîçâîëÿåò îùóòèìî ñíèçèòü
îøèáêè ñîâìåùåíèÿ. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà îïîð-

Òàáëèöà 2. Âëèÿíèå ÷èñëå áèò, âûäåëåííîãî äëÿ çàïèñè
óãëà ïîâîðîòà, íà äëèíó îïèñàíèÿ
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