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Проведено математическое моделирование генерации ультракоротких импульсов в пол- 
ностью волоконном кольцевом эрбиевом лазере с высоконелинейным резонатором. Показано, 
что в высоконелинейном волоконном резонаторе развивается генерация ультракоротких им-
пульсов с характеристиками как растянутых импульсов, так и солитонов. В процессе матема-
тического анализа получена эволюция длительности, энергии и спектральной ширины уль-
тракоротких импульсов в волоконном лазере. Показано, что в высоконелинейном резонаторе 
ультракороткий импульс имеет минимальную длительность порядка 200 фс, максимальную 
ширину спектра по полувысоте порядка 17 нм и максимальную энергию порядка 180 пДж.  
Проведена верификация полученных результатов моделирования путем их сравнения с экспе-
риментальными данными.
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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что волоконные лазеры ультрако-
ротких импульсов (УКИ) используются для 
микрообработки материалов, изготовления 
микро- и наноструктур, в частотной метроло-
гии и в других областях [1–3]. Данный факт 
обусловлен способностью этих лазеров генери-
ровать импульсы высокой пиковой мощности 
и энергии, а также стабильностью выходных 
характеристик [4].

Стоит отметить, что одним из основопола-
гающих методов получения УКИ является 
пассивная синхронизация мод (СМ). При этом 

надежным способом ее запуска является ме-
ханизм нелинейной эволюции поляризации 
(НЭП) в волоконном резонаторе. Однако в слу-
чае использования механизма НЭП возникают 
нелинейные процессы в резонаторе со слож-
ной динамикой развития генерации УКИ. 
Для их учета при разработке волоконного 
лазера УКИ применяется математическое мо-
делирование развития генерации. Известно, 
что математическое моделирование расширя-
ет возможности проектирования волоконных 
лазеров УКИ путем демонстрации новых ре-
жимов генерации, которые могут не наблю-
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даться в эксперименте [5]. При реализации 
НЭП в качестве математических моделей рас-
пространения УКИ используются различные 
модификации уравнения Гинзбурга–Ландау 
[5–9], нелинейного уравнения Шрёдингера 
[6, 7, 10–14], вариационная модель [7, 15], ото-
бражение Пуанкаре [7, 15] и др. Данные моде-
ли могут иметь как аналитические решения 
(ряд частных случаев уравнения Гинзбурга–
Ландау), так и только численные решения, 
которые можно получить с помощью метода 
расщепления Фурье по физическим факторам 
(SSFM – split-step Fourier method), итерацион-
ных алгоритмов и др. Выбор математической 
модели определяется компонентами волокон-
ного лазера, влиянием дисперсии на генера-
цию УКИ, нелинейностью лазерного резона-
тора и требуемой точностью решения.

В работе впервые получено решение нелиней-
ного уравнения для генерации УКИ в высоко-
нелинейном резонаторе полностью волоконно-
го кольцевого эрбиевого лазера с механизмом 
синхронизации мод на основе НЭП, а также 
проведена верификация созданной математи-
ческой модели путем сравнения численных и 
экспериментальных результатов.

1. МЕТОД МОДЕЛИРОВАНИЯ ГЕНЕРАЦИИ 
УЛЬТРАКОРОТКИХ ИМПУЛЬСОВ  
В ПОЛНОСТЬЮ ВОЛОКОННОМ  
КОЛЬЦЕВОМ ЭРБИЕВОМ ЛАЗЕРЕ  
С ВЫСОКОНЕЛИНЕЙНЫМ РЕЗОНАТОРОМ

Разработанная математическая модель описы-
вает генерацию УКИ в полностью волоконном 
фемтосекундном кольцевом эрбиевом лазере 
с пассивной СМ на основе НЭП. Структурная 
схема математической модели волоконного 
лазера УКИ представлена на рис. 1.

В математической модели волоконного лазе-
ра УКИ пассивные волокна № 1, 2 и 4 являют-
ся аналогами волокна SMF-28 (Corning, USA).  
Тест-сигнал заменяет спонтанное излучение, 
которое инициирует лазерную генерацию. На- 
сыщающийся поглотитель (НП) играет роль 
совместного действия контроллеров поляриза-
ции и изолятора-поляризатора в эксперимен-
тальной установке. Пассивное волокно № 3  
заменяет высоконелинейное германосили-
катное волокно. Активное волокно является 
аналогом активного эрбиевого волокна (Er3+). 
Источник накачки обладает параметрами  

и характеристиками лазерного диода накач- 
ки в макетном образце волоконного лазе-
ра УКИ. Фильтр активной среды заменяет 
спектр усиления активного эрбиевого волокна. 
Дисперсионный элемент используется для уче-
та дисперсии третьего порядка. Ответвитель 
обладает параметрами оптического ответви-
теля в экспериментальной установке.

В математической модели волоконного ла-
зера УКИ вместо участка волокна SMF-28 дли-
ной приблизительно 13 м используются 2 пас-
сивных волокна (№ 1 и № 2). Это сделано для 
того чтобы можно было ввести тест-сигнал  
c нулевым чирпом в середину волокна SMF-28, 
поскольку известно, что в режиме растяну-
тых импульсов УКИ обладает нулевым чир-
пом в середине пассивного и активного во- 
локон [2].

Основные параметры математической мо-
дели лазерного резонатора для проведения мо- 
делирования генерации УКИ приведены в та-
блице.

В математической модели эволюция мед-
ленно меняющейся амплитуды УКИ в пассив-
ных и активном волокнах описывается с по-
мощью обобщенного нелинейного уравнения 
Шрёдингера (НУШ) [6] 
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где А  — медленно меняющаяся амплитуда 
УКИ, z — пространственная координата, T — 
время, измеряемое в системе отсчета, движу-
щейся с импульсом с его групповой скоро-
стью νg(T = t – z/νg), β2 — дисперсия второго 
порядка, β3  — дисперсия третьего порядка, 
γ  — нелинейный параметр, ĝ   — оператор, 
описывающий насыщение усиления и насы-
щение фильтрации, α — потери внутри резо-
натора.

Для математического описания действия 
дискретных элементов волоконного лазера – 
НП и ответвителя, используются коэффици-
енты пропускания [6]. 

Коэффициент пропускания НП на основе 
НЭП описывается упрощенной передаточной 
функцией T(t)

	 [ ]{ }1( ) , ( ) ,T t q t P t= − 	 (2)
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Ответвитель Дисперсный
элемент

Пассивное
волокно

№ 4

Фильтр
активной

среды

Пассивное
волокно

№ 1

Пассивное
волокно

№ 2

Пассивное
волокно

№ 3

Насыщаю-
щийся

поглотитель

Активное
волокно

Источник
накачки

Тест-
сигнал

Начало 
и окончание

прохода

Рис. 1. Структурная схема математической модели волоконного лазера УКИ.

Основные параметры математической модели 
лазерного резонатора для проведения модели-
рования генерации УКИ

Параметр Значение

Длина волокна
пассивное волокно № 1 (SMF-28) — 
LSMF-28-1, м
пассивное волокно № 2 (SMF-28) — 
LSMF-28-2, м
пассивное волокно № 3 (HNLF) — 
LHNLF, м
пассивное волокно № 4 (SMF-28) — 
LSMF-28-3, м
активное волокно (Er3+) — LA, м

 

6,35
 

6,35
 

1,53
 

0,74
3,28

Дисперсия групповых скоростей
SMF-28 — β2_SMF-28, пс2/м
HNLF — β2_HNLF, пс2/м
Er3+ — β2_A, пс2/м

–0,022
0,128
0,022

Нелинейный показатель  
преломления
SMF-28 — n2_SMF-28, м

2/Вт
Er3+ — n2_A, м

2/Вт
HNLF — n2_HNLF, м

2/Вт

 

2,24×10–20

2,24×10–20

3,63x×10–20

Числовая апертура
SMF-28 — NA_core_SMF-28
HNLF — NA_core_HNLF
Er3+ — NA_core_A

0,14
0,23
0,22

Эффективная площадь моды
SMF-28 — Aeff_SMF-28, мкм2

HNLF — Aeff_HNLF, мкм2

Er3+ — Aeff_A, мкм2

20,1
24,3
44,1

Длина волны излучения  
генерации — l_s, нм 1570

Параметр Значение

Диаметр модового поля  
генерации — w_s, мкм 5,3
Коэффициент поглощения  
активного волокна (Er3+) —  
abs_980, дБ/м 14
Спектральная ширина фильтра 
активной среды df_filter, нм 30
Форма спектра фильтра активной 
среды гауссоида
Длина волны излучения  
накачки — l_p, нм 980
Мощность накачки — Ppump, мВт 34,5
Диаметр модового поля  
накачки — w_p, мкм 3,08
Мощность насыщения НП —  
Psat, кВт 0,5
Глубина модуляции НП – l_abs 0,85
Суммарная хроматическая диспер-
сия 3-го порядка внутри резонато-
ра — D3, пс3 0,00142
Коэффициент пропускания  
ответвителем излучения  
генерации — Tс 0,2
Тест-сигнал
вид 

форма
энергия — E0, пДж
длительность — t0, пс
чирп — chirp, ГГц/пс

одиночный 
импульс

гауссоида
10
1
0

Окончание таблицы
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где мощность входного импульса P(t) опреде-
ляется как

	
2( ) ( ) ,P t A t= 	 (3)

а функция q(t) может быть найдена из урав- 
нения

	 0
2

sat1
( ) ,

( ) /

q
q t

A t P
=
+

	 (4)

где q0 — глубина модуляции НП, Psat — мощ-
ность насыщения НП (мощность УКИ, при ко-
торой q(t) уменьшается в 2 раза).

Данная модель является упрощенной моде-
лью НП для случая мгновенного насыщения 
(быстрый НП) [7].

После прохождения через ответвитель 
мощность поля на выходе из лазерного резона-
тора имеет вид

	 out in,cP T P= 	 (5)

где Pin — мощность поля перед ответвителем, 
Tc  — коэффициент пропускания ответвите-
лем излучения генерации, Pout  — мощность 
полного поля, выходящая из резонатора.

При этом после прохождения через ответ-
витель в лазерном резонаторе остается часть 
оптической мощности Pcavity

	 cavity in1( ) .cP T P= − 	 (6)

Отметим, что основной сложностью при 
моделировании генерации УКИ является 
решение НУШ. Нелинейная природа этого 
уравнения не позволяет найти его аналити-
ческое решение, в связи с этим используются 
численные методы. Особенностью численных 
методов является необходимость задания на-
чального приближения в виде тест-сигнала  
с определенными параметрами (см. таблицу).

В данной работе для решения НУШ при-
меняется SSFM [16]. Суть SSFM заключается  
в следующем: рассматриваются действия диф-
ференциального и нелинейного операторов на 
распространение УКИ в волоконном световоде. 
Для этого необходимо решить уравнение вида

	 ( ) ,A
D N A

z
∂
= +

∂

� �
	 (7)

где D
�

 и N
�

 — дифференциальный и нелиней-
ный операторы соответственно. 

Влияние нелинейности показателя прелом-
ления, насыщения усиления и фильтрации 
учитываются в нелинейном операторе, а дис-
персионные эффекты и потери описываются 
дифференциальным оператором.

В методе SSFM приближенное решение по-
лучают, предполагая, что при распростране-
нии оптического поля на малое расстояние h 
в световоде нелинейные и дисперсионные эф-
фекты действуют независимо, а именно — рас-
пространение от точки z к точке z + h описы-
вается в два последовательных шага. При этом 
начальные значения для задачи на очередном 
шаге распространения берутся из решения за-
дачи на предыдущем шаге [17].

Математическая модель волоконного 
лазера УКИ реализована с помощью ком-
мерческой программы RP Fiber Power V5  
(https://www.rp-photonics.com/fiberpower).

Для получения устойчивой генерации 
УКИ в высоконелинейном резонаторе в ходе 
математического моделирования проводился  
подбор мощности накачки, мощности насы-
щения НП и глубины модуляции НП, так как 
для описания НЭП использовался быстрый 
НП [14].

 2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ГЕНЕРАЦИИ УКИ
В результате математического моделирования 
получен режим генерации в виде одиночного 
импульса. Параметры накачки и НП для это-
го режима приведены в таблице.

На рис. 2 представлены полученные в про-
цессе моделирования формы входного и вы-
ходного УКИ (после 100 обходов резонатора 
лазерным излучением) во временно й и в спек-
тральной областях.

Мощность импульса на входе (кривая 1, 
рис. 2а) во временной области задается функ-
цией Гаусса. Мощность импульса на выходе 
(кривая 2, рис. 2а) аппроксимируется функ-
цией sech2(x) (кривая 3, рис. 2а) и функци-
ей Гаусса (кривая 4, рис. 2а). Спектральная 
плотность энергии на входе (кривая 1, рис. 2б) 
также имеет гауссову зависимость от длины 
волны. Выходная спектральная плотность 
энергии (кривая 2, рис. 2б) лучше всего ап-
проксимируется функцией Гаусса (кривая 3,  
рис. 2б), что говорит о генерации растянутых 
УКИ [2]. 
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На рис. 3 представлены результаты числен-
ного моделирования эволюции внутрирезона-
торных параметров излучения генерации.

Длительность входного импульса возрас-
тает в 2,5 раза на 3-ем обходе резонатора ла-
зерным излучением и имеет максимальное 
значение 2,5 пс, но затем резко сокращается  
в 3 раза и испытывает колебания относи-
тельно значения 0,8 пс, которые становятся 
незначительными после N ≈ 20 обходов резо-
натора (рис. 3а). Энергия входного импульса 
возрастает приблизительно в 60 раз и имеет 
пиковое значение 0,65 нДж на N ≈ 2 обходе 
резонатора лазерным излучением, но затем 

уменьшается до 0,14 нДж и остается практи-
чески неизменной после 20-го обхода (рис. 3б). 
Спектральная ширина импульса по уровню 0,5 
колеблется в пределах от 4 до 11 нм на первых  
10 обходах резонатора лазерным излучением,  
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Рис. 2. Формы входного и выходного УКИ (после 
100 обходов резонатора лазерным излучением) во 
временной области (а): 1 — мощность импульса на 
входе, 2  — мощность импульса на выходе, 3  —  
аппроксимация функцией Гаусса, 4  — аппро- 
ксимация функцией sech2(x); и в спектральной 
области (б): 1 — спектральная плотность энергии 
на входе, 2  — спектральная плотность энергии  
на выходе, 3 — аппроксимация функцией Гаусса.
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а после 20-го обхода испытывает лишь незна-
чительные изменения на уровне 6 нм (рис. 3в). 
Таким образом, в процессе моделирования 
прослеживается быстрая эволюция внутрире-
зонаторных параметров излучения генерации 
УКИ, что может быть вызвано действием НП 
и высоконелинейного волокна HNLF в составе 
модели волоконного лазера УКИ. Данный эф-
фект также наблюдался в работе [9]. 

На рис. 4 представлена полученная в про-
цессе моделирования эволюция параметров 
УКИ в высоконелинейном резонаторе за 1 об-
ход лазерным излучением в режиме устойчи-
вой генерации (N > 20).

При распространении УКИ его длитель-
ность изменяется примерно в 6 раз в пассив-

ных волокнах SMF-28 (кривые 1, 2 и 6 рис., 4а), 
сокращается приблизительно на 10% при про-
хождении импульсом НП (кривая 3, рис. 4а), 
имеет минимальное значение порядка 750 фс  
в пассивном волокне HNLF (кривая 4, рис. 4а)  
и возрастает в активном эрбиевом волокне до 
порядка 1000 фс (кривая 5, рис. 4а). Интересно, 
что спектральная ширина импульса по уров-
ню 0,5 сначала возрастает приблизительно  
в 3 раза в волокне SMF-28 (кривая 1, рис. 4б), 
а потом уменьшается до уровня 5 нм в сле-
дующем волокне SMF-28 (кривая 2, рис. 4б)  
и затем не изменяется при распространении 
импульса по резонатору (кривые 3–6, рис. 4б).

Интересно, что динамика изменения дли-
тельности (рис. 4а) и спектральной ширины 
импульса (рис. 4б) в волокнах SMF-28 харак-
терна для режима растянутых импульсов при 
распространении УКИ в дисперсионно управ-
ляемом лазере [6]. Стоит отметить, что такая 
эволюция длительности и спектральной ши-
рины импульса вызвана преобладанием дис-
персионных свойств волокна над нелинейно-
стью в нем. Однако динамика изменения спек-
тральной ширины импульса в волокне HNLF 
(рис. 4б) отличается от динамики, характер-
ной для режима растянутых импульсов, что 
может быть вызвано наличием значительной 
нелинейности в этом волокне.

При исследовании процесса генерации 
УКИ в высоконелинейном резонаторе проведе-
но моделирование формы спектральной плот-
ности энергии импульса в нескольких точках 
внутри резонатора (окружности, рис. 4б) в ре-
жиме устойчивой генерации. Результаты мо-
делирования представлены на рис. 5.

На рис. 5а–г видна модуляция спектраль-
ных компонент УКИ. Модуляция спектра 
УКИ возникает в центральной части волок-
на SMF-28 (пассивное волокно № 1 и пассив-
ное волокно № 2), поскольку в этом месте на-
чинают проявляться нелинейные эффекты  
в комплексе с сокращением длительности 
УКИ и уширением его спектра. При этом среди 
нелинейных эффектов фазовая самомодуля-
ция (ФСМ) вносит основной вклад в возникно-
вение модуляции спектра УКИ, так как имеет 
место характерная осциллирующая струк-
тура в центральной части спектра УКИ [17]. 
Также стоит отметить, что ФСМ приводит к 
уширению спектра генерируемого импульса  
(рис. 5а, б).
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Рис. 4. Эволюция длительности τ (а) и спектраль-
ной ширины УКИ по уровню 0,5 λ0,5 (б) за 1 обход 
резонатора лазерным излучением в режиме устой-
чивой генерации (N > 20). 1, 2, 6 — пассивные во-
локна SMF-28, 3  — НП, 4  — пассивное волокно 
HNLF, 5 — активное эрбиевое волокно.
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На рис. 6 представлены эволюция энергии 
УКИ в режиме устойчивой генерации (N > 20),  
полученная в процессе моделирования, и эво-
люция энергии фундаментального солитона в 
высоконелинейном резонаторе за 1 обход ла-
зерным излучением. Стоит отметить, что для 
построения кривой, описывающей эволюцию 
энергии фундаментального солитона, исполь-
зовались полученные в процессе моделирова-
ния данные об эволюции длительности УКИ 
за 1 обход резонатора лазерным излучени-
ем в режиме устойчивой генерации (N > 20). 
Энергия фундаментального солитона рассчи-
тывается по формуле

	 23 53, ,s
p

E
β

γτ
≈ 	 (8)

где τp — длительность УКИ.
Энергия УКИ в режиме устойчивой гене-

рации не изменяется в пассивных волокнах 
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вой генерации (сплошная линия) и эволюция 
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линия) в высоконелинейном резонаторе за 1 обход 
лазерным излучением. 1, 2, 6 — пассивные волок-
на SMF-28, 3 — НП, 4 — пассивное волокно HNLF, 
5 — активное эрбиевое волокно.
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SMF-28 и HNLF (кривые 1, 2, 4, 6, рис. 6), со-
кращается приблизительно в 4 раза при про-
хождении импульсом НП (кривая 3, рис. 6)  
и имеет параболическую форму в активном  
эрбиевом волокне (кривая 5, рис. 6). Изменение 
энергии УКИ в эрбиевом волокне вызвано 
встречным направлением накачки по отноше-
нию к излучению генерации и усилением из-
лучения генерации. Разница между энергией 
УКИ на входе и на выходе из резонатора обу-
словлена наличием ответвителя с коэффици-
ентом деления по мощности 80/20. 

Из рис. 6 видно, что энергия фундаменталь-
ного солитона превышает энергию УКИ в ре-
жиме устойчивой генерации в большей части 
пассивного волокна SMF-28, в пассивном во-
локне HNLF и в центральной части активного 
эрбиевого волокна. Таким образом, внутри ре-
зонатора возможно появление и исчезновение 
солитонов.

Важным параметром УКИ для определе-
ния режима генерации является параметр K 
(TBP — time-bandwidth product), который ис-
пользуется в качестве меры степени СМ, до-
стигаемой в лазере УКИ. Параметр K рассчи-
тывается следующим образом: 

	 min,K ∆ντ= 	 (9)

где ∆ν  — ширина спектра УКИ в Гц, τmin  — 
минимальная длительность УКИ в секундах. 

На рис. 7 представлена эволюция параме-
тра K в высоконелинейном резонаторе за 1 об-
ход лазерным излучением в режиме устойчи-
вой генерации (N > 20).

При распространении УКИ в пассив-
ных волокнах SMF-28 (кривые 1, 2, 6, рис. 7)  
Kmin = 0,39, в волокне HNLF (кривая 4, рис. 7)  
Kmin = 0,44, в активном эрбиевом волокне 
Kmin = 0,47 (кривая 5, рис. 7). Стоит отметить, 
что минимальное значение параметра K (спек-
трально-ограниченный импульс) в режиме 
генерации растянутых импульсов около 0,441 
(пунктирная линия, рис. 7), а в режиме генера-
ции солитонов – около 0,315 [2]. По эволюции 
параметра K можно сделать вывод о том, что 
внутри резонатора волоконного лазера суще-
ствуют места, где невозможно существование 
растянутых импульсов, а возможно существо-
вание солитонов. Полученные результаты (см. 
рис. 6 и 7) показывают одновременное суще-
ствование в резонаторе двух типов генерации 

как солитонов, так и растянутых импульсов, 
а также возможности эволюции одного типа 
генерации в другой (что ранее эксперимен-
тально обширно освещалось в литературе, см. 
например [18–21]).

Известно, что при использовании нелиней-
ной среды в качестве НП [11] уже наблюдалась 
генерация стабильных импульсов с энергией 
и спектрально ограниченной длительностью 
тех же порядков, что и при моделировании ге-
нерации УКИ в нашем случае.

Интересно, что минимальное значение 
длительности импульса внутри резонатора  
τmin ≈ 200 фс (рис. 4а) возникает при про-
хождении излучения через пассивное волок-
но SMF-28, при этом спектр генерации УКИ 
имеет ширину по полувысоте Δλ0,5 ≈ 17 нм  
(рис. 4б), что согласуется с результатами на 
экспериментальной установке [22]. 

Однако полученная в процессе моделиро-
вания форма спектра УКИ с минимальной 
длительностью (рис. 5б) отличается от ре-
зультатов эксперимента, где в случаях растя-
нутого импульса наблюдался спектр Гаусса,  
а в случае группы связанных солитонов спектр 
представлял собой многопиковую структуру  
с большой глубиной модуляции [22]. 

Также отметим, что максимальная энер-
гия импульса внутри лазерного резонатора 
Ep ≈ 180 пДж (рис. 6) в 3 раза меньше энергии 
импульса в макетном образце волоконного  

Рис. 7. Эволюция параметра K в высоконелиней-
ном резонаторе за 1 обход лазерным излучением  
в режиме устойчивой генерации (N > 20). 1, 2, 6 — 
пассивные волокна SMF-28, 3 — НП, 4 — пассивное 
волокно HNLF, 5 — активное эрбиевое волокно.
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лазера УКИ [22]. Эти различия могут быть 
вызваны тем, что метод SSFM при численном 
моделировании генерации УКИ в волоконном 
лазере дает лишь приближенное решение. 
Степень точности такого решения зависит 
от количества учтенных нелинейных и дис-
персионных параметров в НУШ, от выбора 
шага распространения h, процедуры прохож-
дения импульсом одного шага и способа при-
ближенного вычисления интегралов для на-
хождения медленно меняющейся амплитуды  
УКИ [17].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в работе проведен анализ ге-
нерации УКИ в высоконелинейном резонато-
ре полностью волоконного кольцевого эрбие-
вого лазера. В результате найден устойчивый 
режим генерации УКИ в волоконном лазе-

ре, при этом данный режим обладает харак-
теристиками как растянутых импульсов, так 
и солитонов. Полученное решение нелиней-
ного уравнения обладает минимальным зна-
чением длительности УКИ внутри резонато-
ра порядка 200 фс и спектром с шириной по 
полувысоте порядка 17 нм, что хорошо со-
гласуется с экспериментальными результата-
ми. Отметим, что полученная максимальная 
энергия импульса внутри лазерного резонато-
ра (порядка 180 пДж) и форма спектра УКИ  
с минимальной длительностью отличаются от 
результатов на экспериментальной установке. 
Это вызвано особенностями метода SSFM, ко-
торый используется в работе для численного 
моделирования генерации УКИ.

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ в рамках научного проекта  
№ 18-32-20017 и научного проекта  
№ 18-38-00615.
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