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Введение

В ближайшие годы за рубежом, а также  
в России, ожидается создание унифицирован-
ных программно-алгоритмических решений 
так называемой “проблемы сегментации” изо-
бражения. Проблема возникает при распозна-
вании цифровых изображений на первоначаль-
ной стадии “приведения данных к удобному 
для распознавания виду” [1], “локализации 
объектов” [2], извлечения и упорядочения “гло-
бально-локальной информации” [3], “квазиоп-
тимальной разметки” изображения [4]. Суть 
проблемы состоит в недостаточной формализа-
ции понятия “объектов”, которые “видит” или 
выделяет на изображении компьютер в виде 
иерархического множества связных сегментов 
или кластеров из несмежных сегментов для 
последующего анализа признаков и идентифи-
кации в системах машинного зрения.

В наиболее формализованных методах сег-
ментации качество разбиения изображения на 
сегменты или кластеры оценивается незави-
симо от способа получения сегментированного 
изображения. При заполнении кластеров сред-
ними значениями пикселов разбиения преоб-
разуются в кусочно-постоянные приближения 

изображения. В качестве целевых обычно рас-
сматривают оптимальные разбиения и при-
ближения, минимально отличающиеся от изо-
бражения по среднеквадратическому отклоне-
нию σ. Поскольку большая алгоритмическая 
сложность вычисления оптимальных прибли-
жений в случае произвольного изображения 
не позволяет получить точного решения, воз-
никает задача аппроксимации оптимальных 
приближений близкими квазиоптимальными 
приближениями, которые оказывается возмож-
ным эффективно вычислять для современных 
изображений из десятков миллионов пикселов. 
Сегментация посредством квазиоптимальных 
приближений, трактуемая как стадия первич-
ной автоматической обработки изображения  
в системах машинного зрения, является темой 
данной статьи. 

Квазиоптимальная  
иерархическая сегментация

Модель квазиоптимальной иерархической 
сегментации разрабатывается исходя из трех 
основных положений: 

• изображение состоит из вложенных изо-
бражений, именуемых “объектами”;
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• объекты образуют иерархию, что позволяет 
учесть неоднозначность изображения;

• объектам приписываются целочисленные 
обозначения, и для пикселов изображения ав-
томатически генерируются метки, которые ко-
дируют иерархию объектов [4, 5].

В нашей модели понятия “изображение”, 
“объект” и “кластер сегментов” формально не 
разграничиваются между собой. Сегмента-
ция трактуется как разделение изображения 
на вложенные изображения объектов. В част-
ном случае полагается, что пикселы объекта 
составляют единственный сегмент. В общем 
случае допускается, что объект состоит из не-
скольких сегментов. В результате сегментации 
рассчитывается квазиоптимальная бинарная 
иерархия кластеров связных сегментов, кото-
рая отражает неоднозначную классификацию 
пикселов изображения. Тривиальные кластеры, 
состоящие из одинаковых пикселов, считаются 
элементарными изображениями, которые пола-
гаются неделимыми. Типичным примером не-
делимых кластеров являются сегменты из оди-
наковых пикселов.

Таким образом, в отличие от традиционной 
сегментации, результатом обсуждаемой ие-
рархической квазиоптимальной сегментации 
считается не единственное разбиение, а по-
следовательность разбиений изображения на 
g  =  1,  2,…,  N¢ кластеров, где N¢ – количество 
неделимых кластеров в изображении из N > N¢ 
пикселов. При этом задача оптимизации раз-
биений по  среднеквадратическому отклоне-
нию σ или суммарной квадратической ошибке 
E  =  3Nσ2 трактуется как задача минимиза- 
ции E или σ для каждого числа кластеров g, 
что исключает характерную для традицион-
ной сегментации необходимость задавать число 
кластеров или сегментов в качестве управляю-
щего параметра.

Условие иерархической организации объ-
ектов обеспечивает принципиальную возмож-
ность снижения алгоритмической сложности 
вычислений за счет исключения анализа по-
вторений, так как при бинарной иерархии по-
следовательность из N¢ разбиений порождается 
всего 2N¢ – 1 различными кластерами, которые 
повторяются в различных разбиениях, содер-
жащих от 1 до N¢ кластеров.

Метками объектов, выделяемых в модели ква-
зиоптимальной иерархической сегментации, слу-
жат инвариантные целочисленные обозначения, 
которые получаются в алгоритме изотонного 

преобразования средних по кластерам яркостей 
пикселов изображения, составляют инвариант-
ные представления квазиоптимальных прибли-
жений и не меняются при предусмотренных пре-
образованиях или искажениях изображения. 
При этом инвариантные представления визуаль-
но воспроизводят квазиоптимальные приближе-
ния, задают иерархию последних и конвертиру-
ются одно в другое арифметическими преобразо-
ваниями значений своих пикселов [4, 5].

Формулы для алгоритмов  
аппроксимации изображения

Для разработки алгоритмов аппроксимации 
изображения квазиоптимальными приближе-
ниями мы получили аналитическое выраже-
ние, которое в общем виде описывает изменение 
суммарной квадратической ошибки при слия-
нии нескольких кластеров.

Если исходное или вложенное изображение 
является результатом слияния j вложенных 
кластеров, то интегральное квадратическое от-
клонение E0 значений пикселов этого изображе-
ния от среднего значения получается суммиро-
ванием интегральных квадратических отклоне-
ний Ep для вложенных кластеров и некоторой 
неотрицательной добавки, характеризующей 
средний взвешенный разброс квадратов евкли-
довых попарных расстояний 

2
p qI I-  между 

центрами Ip, Iq кластеров p и q из np и nq пиксе-
лов в цветовом RGB пространстве [6]:
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сматриваемом изображении. Если в качестве j 
вложенных кластеров иметь в виду тривиаль-
ные кластеры, на которые распадается изобра-
жение, то сумма Ep, очевидно, обращается в 0. 
Если в качестве тривиальных кластеров рас-
сматриваются отдельные пикселы, то в фор-
муле (1) следует также положить np  =  nq  =  1 
и j  =  n. Тогда она, с точностью до множителя,  
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совпадает с выражением для дисперсии значе-
ний пикселов, которое активно применяется  
в [7–9] для теоретической и практической раз-
работки методов кластеризации. Таким обра-
зом, формула (1) обобщает аналогичную форму-
лу [7–9] на случай тривиальных кластеров из 
нескольких или многих пикселов.

Для случая j  =  2 пары вложенных класте-
ров, из (1) получаются выражения для прира-
щений суммарной квадратической ошибки при 
трех операциях с кластерами пикселов:

• операции слияния пары кластеров;
• операции коррекции кластеров посред-

ством реклассификации подмножества пиксе-
лов из одного кластера в другой;

• операции дробления кластера за счет вы-
деления подмножества пикселов в отдельный 
кластер [6].

Приращение ( ) ( ) ( )merge 1 2 1 2E E E E∆ = È - -  
суммарной квадратической ошибки E при сли-
янии кластеров 1 и 2 с числом пикселов n1, n2 
выражается через квадрат евклидова расстоя-
ния 2

1 2I I-  между трехмерными средними 
яркостями I1, I2 в виде
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Именно выражение (2) служит критерием 
слияния сегментов изображения в версиях [6, 
10] модели сегментации Мамфорда–Шаха [11] и 
либо с аддитивной добавкой, либо с дополнитель-
ным множителем используется в версиях [12, 13] 
модели. В отличие от модели Мамфорда–Шаха,  
в нашей модели сегментации минимизация сум-
марной квадратической ошибки E достигается 
не только за счет слияния смежных сегментов 
изображения, а может выполняться также и на 
множестве всевозможных пар кластеров, как  
в методе Уорда [14], что существенно улучша-
ет качество приближений, особенно при малом 
числе кластеров или сегментов изображения. 
Характерным свойством иерархической последо-
вательности приближений цветового изображе-
ния, получаемых методом Уорда, является вы-
пуклость соответствующей последовательности 
значений Eg суммарной квадратической ошибки:
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где g – число кластеров в очередном приближе-
нии изображения. Однако следует иметь в виду, 
что резкое падение скорости вычислений, про-

порциональное четвертой степени линейного 
размера, препятствует непосредственному при-
менению метода Уорда для кластеризации пик-
селов актуальных цифровых изображений.

Аналитическое выражение для приращения 

correctE∆  суммарной квадратической ошибки 
при коррекции кластеров посредством реклас-
сификации k пикселов из кластера-донора 1  
в кластер-акцептор 2 выражается через рассто-
яния 1I I-  и 2I I-  между трехмерной сред-
ней яркостью I реклассифицируемых пикселов 
и средними яркостями I1, I2 донорского и ак-
цепторного кластеров формулой
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где n1, n2 – число пикселов в кластерах 1 и 2.
При коррекции вложенных кластеров мно-

жества пикселов в них меняются. Поэтому обе 
иерархии множеств пикселов вложенных кла-
стеров приходится каждый раз обновлять, об-
рабатывая кластеры как самостоятельные изо-
бражения. Выражение (4) продуктивно тем, 
что позволяет вывести классический метод 
K-средних (K-means, [15]) и обобщенный метод 
“K-meanless” [7], который в нашей версии [6], 
наряду с операциями с отдельными пикселами, 
предусматривает операции с наборами пикселов.

Приращение splitE∆  суммарной ошибки при 
дроблении кластера 1 со средним значением 
пикселов I1 за счет выделения в новый кластер 
его k < n1 пикселов со средним значением I опи-
сывается формулой
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При применении формулы для оптимизации 
дробления кластеров по критерию split minE∆ =  
важно, что множество кластеров в (5) полагает-
ся сформированным, например, по алгоритмам 
слияния кластеров, использующим (2), и при 
дроблении учитывается расширенное множе-
ство кластеров, которое включает кластеры, 
полученные на различных итерациях. Поэтому 
дробление кластера, полученного итеративным 
слиянием вложенных кластеров, при обратном 
увеличении числа кластеров на единицу сни-
жает или, по крайней мере, не увеличивает 
значение E. Особенностью алгоритмов дробле-
ния на основе формулы (5) является обновле-
ние иерархии кластеров, которое при очередной  
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*   *   *   *   *

модификации выполняется для кластера, как 
для отдельного изображения.

Если в частном случае разделения кластера 
надвое, допускается только разделение кластера 
1 на пару тех кластеров 1¢ и 1¢¢, слиянием кото-
рых он ранее получен, то соответствующее от-
рицательное приращение ( )divide 1E∆  суммарной 
квадратической ошибки, очевидно, выражается 
формулой (2), взятой с обратным знаком, –

( ) ( )divide merge1 1 1, .E E∆ ∆ ¢ ¢¢º-              (6)

Тогда, при наличии в приближении изображе-
ния кластеров 2 и 3, которые отличаются от 
кластера 1 и при слиянии не компенсируют па-
дение E при его разделении надвое:

( ) ( )divide merge1 2 3 0, ,E E∆ ∆+ <             (7)

обеспечивается тривиальная возможность улуч-
шения качества приближения изображения за 
счет итеративного выполнения операции разде-
ления надвое в комбинации с операцией слия-
ния. По сравнению с методом K-средних, метод 
улучшения качества по формуле (7) интересен 
тем, что позволяет улучшать качество при-
ближений изображения связными сегментами  
в алгоритмах, которые не выводят из множе-
ства связных сегментов.

Таким образом, по сравнению с моделью сег-
ментации Мамфорда–Шаха, в нашей модели ком- 
бинированной сегментации/кластеризации число 
базовых операций с множествами пикселов изо-
бражения утроено, что обеспечивает достовер-
ную оптимизацию качества приближений изо-
бражения по суммарной квадратической ошибке  
или  среднеквадратическому отклонению прибли-
жения от изображения. Судя по нашему опыту 
[6, 16], система элементарных формул (2), (4), (5)  

обеспечивает эффективную разработку и разви-
тие алгоритмов достоверной оптимизации каче-
ства приближений изображения и, что не менее 
важно, позволяет уточнить интерпретацию клас-
сических методов [11, 14, 15] минимизации сум-
марной квадратической ошибки, потенциал ко-
торых в приложении к цифровым изображени-
ям, по всей видимости, еще далеко не исчерпан.

Экспериментальные результаты

Руководствуясь тремя основными формула-
ми (2), (4), (5), можно разработать множество 
алгоритмов квазиоптимальной кластеризации 
пикселов, в частности сегментации цифровых 
изображений. Разнообразие существенно раз-
личных алгоритмов зависит от количества 
признаков, рассчитываемых непосредственно 
в процессе построения целевой иерархической 
последовательности разбиений изображения,  
и организации вычислений для сочетания агло-
меративных и дивизимных приемов обработки. 
Комбинирование различных алгоритмов мини-
мизации суммарной квадратической ошибки спо-
собствует эффективному приближению к ее ми-
нимально достижимым при каждом числе кла-
стеров (сегментов) значениям. Данный раздел на 
примере стандартного изображения иллюстриру-
ет алгоритмы, тестируемые в настоящее время.  
В нем приводятся характерные результаты опти-
мизации качества приближений изображения, 
которые, по сравнению с алгоритмами вычисле-
ний, могут быть менее вариабельны, поскольку 
оптимальные приближения определяются неза-
висимо от алгоритмов их получения.

Рисунок  1 демонстрирует результат сегмен-
тации изображения в модели Мамфорда–Шаха 

σ = 16,76 σ = 13,21

Рис. 1. Улучшение качества приближения цветового изображения.
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и эффект улучшения качества приближения 
изображения за счет итеративного слияния 
двух смежных сегментов по очереди с разделе-
нием некоторого третьего сегмента изображе-
ния по критерию (7). 

Слева на рис. 1 показано цветовое изображе-
ние “Лена” из 512×512 пикселов. В центре пока-
зано его приближение g  =  100 сегментами, по-
лученное в скоростной версии [17] модели Мам-
форда–Шаха.

Улучшенное приближение, показанное спра-
ва, совпадает с центральным по количеству 
сегментов, но отличается меньшим значением 
среднеквадратического отклонения σ пикселов 
приближения от пикселов изображения. Ха-
рактерно, что формальная оценка улучшения 
качества приближения согласуется с визуаль-
ной оценкой – на обработанном приближении 
проявляется большее количество объектов.

Рисунки  2 и 3 описывают генерацию после-
довательности квазиоптимальных приближе-
ний для каждого числа кластеров g = 1, 2, 3,... 
по комбинированному алгоритму сегментации/
улучшения качества/кластеризации, в котором

• на первом шаге выполняется иерархическая 
сегментация изображения по Мамфорду–Шаху;

• на втором шаге производится улучшение 
качества приближения изображения, как на 
рис. 1, но для g = 1000 сегментов;

• на третьем, заключительном шаге выпол-
няется кластеризация по Уорду, при которой  
в качестве начальных кластеров берутся сег-
менты улучшенного по качеству приближения 
изображения.

Таким образом, в результате получается ие-
рархия кластеров суперпикселов, для которой 
суперпикселы вычисляются в комбинированном 
алгоритме сегментации/улучшения качества.

На рис. 2 показаны примеры квазиоптималь-
ных приближений стандартного цветового изо-
бражения, которые образованы 2, 3 и 20 класте-
рами пикселов различных цветов.

Квазиоптимальные приближения обеспечи-
вают аппроксимацию изображения с хорошим 
для современной обработки изображений каче-
ством. Примечательно, что различные парные 
объекты (глаза) на рис.  2, в крайнем правом 
квазиоптимальном приближении в 20 цветах, 
помечаются сгруппированными суперпиксела- 
ми одинаковых цветов, что способствует ре-
шению проблемы “локализации объектов” [2]  
в автоматическом режиме, без предваритель-
ного обучения.

Рисунок 3 графически описывает первую ты-
сячу квазиоптимальных приближений. 

Графики на рис.  3 в логарифмическом мас-
штабе по горизонтальной оси иллюстрируют 
поведение среднеквадратического отклонения 
σ приближения от изображения в зависимости 
от числа g кластеров. Кривая 1 представляет  

Рис.  3. Среднеквадратическое отклонение σ  
в зависимости от числа кластеров g. 1 – сег-
ментация в модели Мамфорда–Шаха, 2 – кла-
стеризация пикселов по Уорду.

Рис. 2. Квазиоптимальные приближения в 2, 3 и 20 цветах.
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результаты скоростной сегментации [17] в моде-
ли Мамфорда–Шаха, кривая 2 – результирую-
щую кластеризацию изображения в алгоритме 
сегментации/улучшения качества/кластериза-
ции. Кривая 2 получается в алгоритме слияния 
кластеров по Уорду.

При сегментации по Мамфорду–Шаху и кла-
стеризации по Уорду пары объединяемых кла-
стеров выбираются из условия merge min,E∆ =  
где mergeE∆ вычисляется по формуле (2). При 
кластеризации по Уорду в качестве начально-
го берется приближение изображения тыся-
чей сегментов, полученное в модели Мамфор-
да–Шаха, качество которого затем улучшается 
по алгоритму рис.  1, использующему крите- 
рий (7).

В отличие от кривой 1, кривая 2 при пере-
счете в координаты E×g преобразуется в выпу-
клую (3). Выпуклость последовательности зна-
чений суммарной квадратической ошибки при 
изменении числа кластеров от 1 до установлен-
ного числа сегментов является непременным 
свойством решения согласно модели квазиопти-
мальной иерархической сегментации. При этом 
тривиальное свойство монотонной зависимости 
значений E от числа кластеров g дополняется 
нетривиальной монотонностью значений произ-
водной E по числу кластеров g.

Заключение

Обобщенная постановка и решение пробле-
мы сегментации посредством аппроксимации 
цифрового изображения иерархической после-
довательностью квазиоптимальных приближе-
ний в задачах распознавания необходимы для 
создания унифицированных алгоритмов авто-
матического выделения объектов. Помимо ав-
томатизации распознавания цифровых изобра-

жений, обсуждаемые решения полезны также 
для

• развития стеганографических приложений;
• автоматической обработки оцифрованных 

звуковых и пр. сигналов; 
• фильтрации и подавления шумов;
• минимизации потерь в задачах сжатия 

сигналов;
• оптимизации порядка передачи информа-

ции и др.
Еще 35–40 лет назад типичной задачей при 

расчетах на ЭВМ являлось сжатие данных без 
потерь и этим занималось множество програм-
мистов для решения конкретных проблем хра-
нения и передачи информации. В настоящее 
время этой задачей продолжает заниматься 
узкий круг профессионалов, а остальные спе-
циалисты пользуются готовыми программами. 
Вполне вероятно, что автоматическая иерар-
хическая сегментация цифровых изображений 
окажется следующей проблемой, для которой 
будут найдены общеупотребительные решения, 
превосходящие известные по установленным 
критериям качества. В нашем варианте аппрок-
симации изображения иерархической последо-
вательностью квазиоптимальных приближений 
требуемым критерием является максимальная 
близость приближений к изображению по сум-
марной квадратической ошибке E или средне-
квадратическому отклонению σ. Без тщатель-
ного исследования возможностей применения 
указанного критерия, вероятно, нельзя обой-
тись, поскольку он является простейшим.

Особенности целочисленной оцифровки [4,  
5] вещественных средних значений яркости 
при преобразовании квазиоптимальных при-
ближений в инвариантные представления изо-
бражения планируется рассмотреть в самостоя-
тельной статье.

*   *   *   *   *
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