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значений управляющего электрического напряжения на электродах датчика, наличия возмож-
ного пересечения «зон возмущений» соседних шаровых частиц. Исследована фильтрация ин-
формативных сигналов индикаторного PEL-покрытия посредством управляющего электриче-
ского напряжения датчика с целью исключения влияния на регистрируемый информативный 
световой сигнал незначительных (ниже рабочего диапазона значений) внешних механических 
воздействий.
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ВВЕДЕНИЕ 
В области измерительной техники актуаль-
ной остаётся задача совершенствования сен-
сорных покрытий для индикации, локации 
внешних воздействий, диагностирования ге-
ометрических, упругих и трибологических 
характеристик контактирующих с покрыти-
ем исследуемых тел. Гибкие полимерные сен-
сорные (тактильные) покрытия [1–3] находят 
применение в системах «очувствления» робо-

тотехнических устройств [4] и в индикатор-
ных полимерных покрытиях для регистра-
ции различных внешних химических и фи-
зико-механических воздействий, например, 
света, радиации, температуры, давления, уда-
ра [5]. Индикация, количественная оценка 
характеристик внешних механических оди-
ночных и/или множественных воздействий, 
в частности, ударов жёстких частиц по не-
сущим поверхностям авиационной техники  
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является одной из актуальных задач монито-
ринга прочностных и аэродинамических ха-
рактеристик элементов конструкций как при 
высокоскоростном ударе (кусочками бетонной 
крошки из-под переднего колеса при взлёте  
с взлётно-посадочной полосы, осколками сна-
рядов и пуль в боевых ситуациях), так и при 
низкоскоростном ударе, например, градом  
[6, 7]. Перспективными являются индикатор-
ные покрытия с чувствительными элемента-
ми из пьезоэлектрических материалов [8, 9], 
в частности, пьезоэлектрических полимерных 
плёнок PVDF [10] и/или с использованием 
«механолюминесцентного эффекта»  — свето-
отдачи при механическом воздействии, кото-
рый может проявляться как для однородных 
материалов, так и для композиционных ма-
териалов с пьезоэлектрической и электролю-
минесцентной фазами [11, 12]. Люминесцент-
ные индикаторные покрытия могут иметь, 
например, внутренний тензоэлектрочувстви-
тельный графитизированный слой и внеш-
ний «цветовой» индикаторный слой из жид-
кокристаллического полимера, который из-
меняет свой цвет в зависимости от величины 
проходящего через него тока. «Умные» функ-
циональные индикаторные покрытия взаи-
модействуют с окружающей средой и под воз-
действием различных внешних факторов, на-
пример, удара реализуют контролируемые 
функции диагностики, адаптации и самоза-
лечивания повреждений. Так, адаптивное 
сенсорное покрытие [13] представляет собой 
сложную систему в виде электрической сети 
из ячеек пьезоэлементов и локальных про-
цессоров для включения/выключения яче-
ек из сети, что позволяет системе автоматиче-
ски адаптироваться к условиям эксплуатации 
и локализовать вероятностное расположение 
диагностируемого внешнего воздействия, на-
пример, удара или повреждения. В [14] иссле-
дован гибридный вибродатчик с преобразова-
нием пьезоэлектрического сигнала в модуля-
цию оптического излучения, световой сигнал 
от которого далее передаётся по оптоволокну. 
Результаты численного моделирования опто-
волоконного датчика с люминесцентной обо-
лочкой даны в [15]. 

Цель  — разработка оптико-механической 
математической модели функционирования 
индикаторного полимерного покрытия [16] со 
встроенным оптоволоконным пьезоэлектро-

люминесцентным (PEL) датчиком [17, 18] для 
диагностирования распределённых внешних 
воздействий, в частности, многочастичного 
низкоскоростного «удара» – одновременного 
вдавливания в индикаторное покрытие мно-
жества жёстких шаровых частиц в квазиста-
тическом приближении.

1. ИНДИКАТОРНОЕ  
ПОЛИМЕРНОЕ ПОКРЫТИЕ
Индикаторное полимерное PEL-покрытие  — 
это слой полимера постоянной толщины со 
встроенным в него оптоволоконным PEL-
датчиком (рис. 1а), расположенным в виде 
спирали Архимеда в плоскости покрытия 
(рис. 1б–1г), продольная ось оптоволокна и,  
в целом, PEL-датчика описывается известной 
функцией ρ = aϕ в полярной системе коорди-
нат ρ, ϕ, где a  — константа. Внутри покры-
тия расположение поперечных сечений дат-
чика определяем значениями криволиней-
ной координаты z — длиной участка спирали 
(продольной оси датчика) от центра спирали  
(ρ = 0) до центра рассматриваемого сечения 
датчика, где область значений z ∈ (0, l), длина 
спирали датчика
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вычисляется через значение «шага» Δρ — рас-
стояние между витками спирали, n — полное 
число витков спирали в индикаторном покры-
тии, ls = πΔρ(2s – 1) — длина s-го витка спира-
ли, номер витка s = 1, …, n. Используем локаль-
ные продольные координаты ξ для множества 
активированных (деформационным полем по-
крытия) «дуг» датчика, расположенных в кру-
говой деформационной «зоне возмущения» по-
крытия как результата внешнего воздействия 
(вдавливания) жёсткой шаровой частицы. 
Внутри каждой «зоны возмущения» значение 
ξ = 0 имеем в центрах каждой из дуг, при этом 
все центры дуг расположены на радиальной 
оси ρ, проходящей через центр зоны возмуще-
ния. Относительное расположение дуг в «зоне 
возмущения» описываем с использованием ло-
кальной координаты ς, для которой ς = 0 в цен-
тре зоны, направление ς — вдоль координатной 
линии ρ. Спиральная форма размещения опто-
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волоконного PEL-датчика в индикаторном по-
крытии позволяет значительно увеличить об-
ласть мониторинга протяжённых двумерных 
поверхностей одним датчиком. Фотодетектор 
установлен в центре спирали датчика для ре-
гистрации интенсивностей I оптических сиг-
налов на выходе из оптоволокна датчика.

Интегральная интенсивность I светового 
потока на выходе из оптоволокна PEL-датчика 
(рис. 1а) образована суммированием интен-
сивностей светоотдач различных локаль-
ных (по длине) участков EL-слоя датчика. 
Локальные световые потоки (от люминесци-
рующих участков EL-слоя) проникают внутрь 
оптоволокна через его боковую цилиндриче-
скую поверхность. Светоотдача на локальных 
участках EL-слоя происходит от действия на 
него электрического напряжения

	 lum 1 con 2U a U a σ= + 	  (1)

при выполнении условия Ulum > Umin, где 
a1,2 — управляющий и информативный пере-

даточные коэффициенты PEL-датчика, Umin — 
пороговое значение электрического напряже-
ния для начала светоотдачи, Ucon — управляю-
щее электрическое напряжение на электродах 
датчика, σ — напряжение (давление) действу-
ющее на оптоволоконный PEL-датчик (рис. 1а). 
При вдавливаниях в поверхность покрытия од-
ной (рис. 1б) или группы (рис. 1в, 1г) жёстких 
шаровых частиц моделирование деформаци-
онных полей в «зонах возмущения» индика-
торного покрытия (рис. 1б – 1г) осуществлено 
с использованием известного фундаментально-
го решения о вдавливании абсолютно жёстко-
го шара в упругое полупространство [19]. При 
этом внутри областей пересечений соседних 
«зон возмущений» (рис. 1г) использован прин-
цип суперпозиции решений. Для случая вдав-
ливания в индикаторное покрытие одиночной 
жёсткой шаровой частицы (рис. 1б) некоторой 
силой F0 функция напряжений
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Рис. 1. Оптоволоконный PEL-датчик (а) внутри индикаторного покрытия при одиночном (б) и множе-
ственном (в, г) вдавливаниях жёстких шаровых частиц с пятном контакта (чёрный круг) в центре «зоны 
возмущения» (голубой круг), фотодетектор — в центре спирали (красная точка).
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имеет вид последовательности импульсов 
σ0(m)(ξ) (m = 0, ±1, ±2,…) в локальной систе-
ме координат ξ ≡ z – z0(m) ∈ (ξmin, ξmax) с гра-
ничными значениями ξmax, ξmin, равными 
±R0, где R0  — радиус «зоны возмущения», 
граничные значения продольной координаты  
z(m)min = z0(m) – R0, z(m)max = z0(m) + R0 с нача-
лом (z = 0) в центре спирали. Начало (ξ = 0) 
локальной системы координат расположено  
в центре «дуги» с координатой z0(m). Коорди-
ната z0(m) и средний радиус «дуги» ρ0(m) вы-
числяются

0

0
1

( ) ,
s m

m s
s

z l
+

=
= å  

0 0 0( ) ( )m s m mρ ρρ Δ ρ Δ= + = +          (3)

через известные величины: ls  — длину s-го 
витка спирали, Δρ  — расстояние между вит-
ками спирали, s0  — номер витка спирали, 
на котором расположена «центральная дуга»  
(m = 0), радиус ρ0 ≡ ρ0(0) = s0Δρ и координата 
центра z0 ≡ z0(0) «центральной дуги», при этом 
z0  — центр «зоны возмущения» от действия 
силы F0. Распределение напряжения σ по раз-
личным дугам витков спирали оптоволокон-
ного PEL-датчика дано на рис. 2 для случая 
вдавливания в покрытие одиночной жёсткой 
шаровой частицы радиусом R = 5 мм силой 1 Н 
при модуле Юнга E = 4 МПа и коэффициенте 
Пуассона ν = 0,45 материала (селиконовая ре-
зина) покрытия.

2. ДИАГНОСТИРОВАНИЕ 
МНОЖЕСТВЕННОГО «УДАРА» 
Рассмотрим математические модели диагно-
стирования множественного «удара» — одно-
временного вдавливания в индикаторное по-
крытие множества жёстких шаровых частиц 
различными (нормальными к поверхности по-
крытия) силами F1, F2, F3, … с пересечением 
«зон возмущений» (рис. 1г) для случая рас-
положения частиц вдоль спирали (оси) встро-
енного в покрытие оптоволоконного PEL-
датчика длиной l. Предполагаем инвариант-
ность деформационных полей возмущений  
в соответствующих m-ых «дугах» PEL-датчика 
(m = 0, ±1, ±2,…) для различных «зон возму-
щений», т.е. без учёта изменений радиусов и 
кривизн соответствующих m-ых «дуг» датчи-
ка в разноудалённых от центра спирали «зо-
нах возмущений» и, как следствие, без учёта 
изменений расстояний между соседними k-м 
и (k + 1)-м импульсами (рис. 4) для различ-
ных значений линейной координаты z¢ центра 
«зоны возмущения».

Информативную функцию распределения 
результирующих напряжений (давлений) 
σ*(z), обусловленную множественным «уда-
ром», вдоль спирали PEL-датчика найдём

1 con 2
con lum * ( )

( , ) ( )
z ctU a U a z

I U t I U
σ == +

=       (4)

через измеряемую на выходе из оптоволок-
на функцию интенсивности света I(Ucon, t)  
в различные моменты времени t по известной 
функции свечения Ilum(U) (4), где координа-
та z ∈ (0, l). Выбором значения управляюще-
го электрического напряжения Ucon достига-
ется расположение значения электрического 
напряжения

lum 1 con 2
* ( ) z ctU a U a zσ == +

на EL-слое датчика (3) в диапазоне (Umin, Umax) 
ненасыщенного свечения (рис. 3).

На основе принципа суперпозиции напря-
жений σ в областях пересечений различных 
«зон возмущений» множественного «удара» 
функцию напряжения σ*(z) выразим в виде ин-
тегрального уравнения Фредгольма 1-го рода

0
0 0

1* ( ) ( ) ( ) ,
l

z z z q z dz
F

σ σ Δ ¢ ¢ ¢= -ò
 

0z z zΔ ¢ ¢= -     (5)
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Рис. 2. Напряжение σ по различным дугам спира-
ли PEL-датчика в «зоне возмущения», ς, ξ — ло-
кальные координаты.
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через искомую функцию q(z) плотности рас-
пределения сил, действующих, например, на 
элементарные (с малым радиусом R → 0) од-
нотипные жёсткие шаровые частицы по дли-
не спирали датчика. Здесь σ0(z)  — извест-
ная функция напряжений (2) для одиночного 
«удара» — вдавливания в точке z0 поверхно-
сти покрытия одиночной частицы силой F0  
с радиусом «зоны возмущения» R0 с учётом 
величины радиуса элементарной «зоны воз-
мущения» r0 = (R0/F0)dF от действия элемен-
тарной силы dF = q(z)dz.

Для случая вдавливания в индикаторное 
покрытие дискретной группы из nl шаровых 
частиц силами Fk с линейными координатами 
zk центров пятен контактов искомая функция 
плотности распределения сил q(z) вдоль спи-
рали датчика в (5) имеет вид 

	
1

( ) ( ),
ln

k k
k

q z F z zδ
=

= -å 	  (6)

где zk, Fk, nl — искомые величины (k = 1, …, 
nl), Δ(z) — дельта-функция Дирака и, в резуль-
тате, от решения интегрального уравнения (5) 
перейдем к решению уравнения

0
0 1

1( ) ( ),
ln

k k
k

z F z z
F

σ σ Δ*
=

= -å   0,k kz z zΔ = -    (7)

относительно искомых величин zk, Fk, nl с учё-
том значений радиусов r0(k) = (R0/F0)Fk для по-
лидисперсных «зон возмущений» (рис. 1в, 1г).

Для случая, когда полидисперсные «зоны 
возмущений» не пересекаются между собой 
(рис. 1в), шаг спирали Δρ/R → 0, тогда «спектр 
давления» fσ(ζ) по длине l оптоволоконного 
PEL-датчика находим [17, 18] из решения ин-
тегрального уравнения Фредгольма 1-го рода 

	 con 1 con( ) ( , ) ( )I U K U f dσζ ζ ζ
¥

-¥

= ò 	  (8)

с ядром Фредгольма

1 con 0 1 con 2( , ) ( )K U I a U aζ ζ= +

по результатам измерения интегральной (по 
времени) интенсивности I(Ucon) светового по-
тока на выходе из оптоволокна датчика для 
различных задаваемых значений управля-

ющего электрического напряжения Ucon на 
электродах датчика. Далее, искомый «спектр 
сил» fp(F) находим как решение другого инте-
грального уравнения Фредгольма 1-го рода

	 2( ) ( , ) ( )pf K F f F dFσ ζ ζ
¥
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где ζ = ζ(F, r)  — известная зависимость на-
пряжения ζ в «зоне возмущений» от величи-
ны силы F и радиальной координаты r (рис. 2)  
[19] с учётом, что монотонность функции  
ζ = ζ(F,r) по координате r позволяет однознач-
но выразить радиус r = r(ζ, F) через величи-
ны ζ, F. Здесь r0 = r0(F) ≡ r(ζ0, F)  — радиус 
«зоны возмущения», на границе которой при  
r = r0(F) имеем некоторое пренебрежимо ма-
лое (заданное) значение напряжения ζ0 ≈ 0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ 
Для численного моделирования используем 
«S-образную» зависимость Ilum(U), для кото-
рой начало свечения имеем при Ulum = Umin,  
насыщенное свечение с интенсивностью  
Ilum = Imax при Ulum > Umax, например, со зна-
чениями Umin = 3 В, Umax = 6 В. Результаты 
вычислений нормированных (относительных) 
значений погонной (плотности) распределе-
ния интенсивности i/imax светоотдачи EL-слоя 
датчика на k-х «дугах» различных витков 
спирали датчика в тройной «зоне возмуще-
ния» индикаторного покрытия даны на рис. 3.  
Расположение k-х «дуг» по радиальной коор-
динате задано через отклонения Δρk = kΔρ от 
«центральной дуги», над которой расположе-
ны центры всех трёх «зон возмущений», где 
шаг (расстояние между витками) спирали  
Δρ = 0,2R, номер витка k = 0, 1, 2, …, значение  
k = 0 соответствует витку со средним радиу-
сом 0,2 м. Результаты численного моделирова-
ния на рис. 3 получены при различных силах 
вдавливания F1,2,3 трёх жёстких шаровых ча-
стиц: F1 = 0,1 Н, F2 = 0,2 Н, F3 = 0,12 Н без пере-
сечения «зон возмущений» (рис. 3а), F1 = 1 Н,  
F2 = 0,2 Н, F3 = 1,2 Н с пересечением «зон  
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возмущений» (рис. 3б), относительные взаим-
ные расположения центров трёх «зон возму-
щений» Δ31 ≡ z3 – z1 = – 4R, Δ21 ≡ z2 – z1 = 2R,  
радиус шаровых частиц R = 5 мм, управля-
ющее электрическое напряжение Ucon = 0 В. 
Управляющее электрическое напряжение 
Ucon позволяет изменять, в частности, умень-
шать радиус «зоны люминесценции» (внутри 
«зоны возмущения») индикаторного покры-
тия — области, в которой происходит светоот-
дача EL-слоя PEL-датчика (рис. 4). В резуль-
тате установки на управляющих электродах 
датчика соответствующего значения электри-
ческого напряжения Ucon можно получить 
для каждой «дуги» датчика непересечение 
«зон люминесценций» от различных частиц  
(с силами Fk, k = 1,…,nl) даже для случаев пе-
ресечения их «зон возмущений», что упроща-

ет диагностику и локацию nl «ударов» по ин-
дикаторному покрытию. Здесь индикаторное 
покрытие функционирует как «фильтр уда-
ров», т.е. индикаторное покрытие диагности-
рует лишь «большие удары» из установленно-
го диапазона значений P > Pmin и «отфильтро-
вывает» (не учитывает) малые «паразитные 
удары» (P < Pmin) ниже этого диапазона зна-
чений. Величина Pmin = P(σ0min), где значе-
ние σ0min = (Umin – a1Ucon)/a2 рассчитывает-
ся через известные параметры датчика Umin, 
a1,2 и установленное значение управляюще-
го электрического напряжения Ucon, функ-
ция P(σ0)  — обратная известной функции  
σ0 = σ0(P) в виде однозначной зависимости 
максимального значения напряжения (дав-
ления) в центре «зоны возмущения» σ0 от дей-
ствия силы P (рис. 2).
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Рис. 3. Интенсивности i/imax светоотдачи EL-слоя 
датчика на k-х «дугах» различных витков спира-
ли датчика для случаев без пересечения (а) и с пе-
ресечением (б) «зон возмущений» от вдавливания 
силами F1,2,3 трёх шаровых частиц. 
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Рис. 4. Интенсивности i/imax светоотдачи EL-слоя 
датчика на «центральной» (m = 0) «дуге» спирали 
датчика от вдавливания силами F1,2,3 трёх шаро-
вых частиц при значениях управляющего элек-
трического напряжения Uупр = 0 В (1), −2 В (2),  
−8 В (3), −10 В (4), −11 В (5).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрен множественный «удар»  — одно-
временное вдавливание в индикаторное по-
крытие со встроенным оптоволоконным PEL-
датчиком группы жёстких шаровых частиц 
различными по величине силами. Выявлено, 
что для общего случая с пересечением поли-
дисперсных «зон возмущений» задача нахож-
дения функции q(z) плотности распределения 
сил сводится к решению интегрального урав-
нения Фредгольма 1-го рода (5). Для частного 
случая с непересечением «зон возмущений» 
задача нахождения «спектра сил» fp(F) сво-
дится к последовательному решению двух ин-
тегральных уравнений Фредгольма 1-го рода 
(8), (9) по результатам измерения интеграль-
ной интенсивности I(Ucon) светового потока на 
выходе из оптоволокна датчика. Исследова-
на возможность регулирования рабочего диа-
пазона измеряемых значений «ударов» жёст-
ких шаровых частиц по поверхности индика-
торного полимерного покрытия посредством 
изменения значения управляющего электри-
ческого напряжения Ucon на электродах PEL-
датчика. Выявлено, что в результате такого 
регулирования изменяется (уменьшается или 
увеличивается) радиус «зоны люминесцен-
ции»  — области, в которой происходит све-
тоотдача EL-слоя PEL-датчика внутри «зоны 
возмущения» индикаторного покрытия и, как 
следствие, индикаторное покрытие функци-
онирует как «фильтр ударов», диагностируя 

лишь «большие удары» из установленного ди-
апазона значений и «отфильтровывая» (не 
учитывая) малые «паразитные удары» ниже 
этого диапазона значений. Представлены ре-
зультаты численного моделирования распре-
делений интенсивности i/imax светоотдачи  
EL-слоя датчика на различных «дугах» вит-
ков спирали при множественном (тройном) 
«ударе» — вдавливаниях в индикаторное по-
крытие трёх жёстких шаровых частиц без пе-
ресечения (рис. 3а) и с пересечением (рис. 3б,  
рис. 4) их деформационных «зон возмуще-
ний» внутри покрытия.

Уточнение математической модели инди-
каторного покрытия (рис. 1) может быть осу-
ществлено численными методами механики 
композитов через учёт динамических особен-
ностей внешнего воздействия и уточнённый 
учёт структурной неоднородности системы 
«покрытие/датчик», например, с использо-
ванием пакета конечно-элементного анализа 
ANSYS [20]. В качестве протяжённого чув-
ствительного элемента (вместо оптоволокон-
ного PEL-датчика) в индикаторном покрытии 
может быть использован оптоволоконный дат-
чик с распределённой брэгговской решёткой 
[21, 22].

Результаты получены при выполнении госу-
дарственного задания Министерства науки и 
высшего образования Российской Федерации 
на выполнение фундаментальных научных 
исследований (проект № FSNM-2020-0026).
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