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Аннотация
Предмет исследования. Изменение величины сигнала пиксела матрицы при смещении функ-

ции рассеяния точки относительно центра пиксела матрицы. Цель работы. Определение зависи-
мости величины сигнала от смещения функции рассеяния точки относительно центра пиксела 
фоточувствительной матрицы для трёх случаев распределения облучённости: функции, описыва-
ющей распределение в кружке Эйри, гауссоиды вращения и равномерного распределения. Метод. 
В основу расчёта положен метод разбиения функции рассеяния точки на пикселе матрицы на от-
дельные области, по которым производятся вычисления сигнала. Смещение функции рассеяния 
точки на x по оси Х и на y по оси Y берётся в нормированном к радиусу пятна виде. Для созда-
ния двумерного графика зависимости сигнала пиксела от смещения функции рассеяния точки по 
осям X, Y введена ось смещения функции рассеяния точки. Сигнал на входе пиксела представлен 
в относительных единицах и нормирован к максимальному сигналу, сформированному при от-
сутствии смещения функции рассеяния точки. Спектральная чувствительность пиксела постоян-
на в пределах площади пиксела. Основные результаты. Разработан алгоритм расчёта изменения 
уровня сигнала пиксела матрицы при смещении функции рассеяния точки относительно пиксела 
матрицы. Построена зависимость нормированного сигнала пиксела матрицы от относительного 
смещения функции рассеяния точки под углом 45 для вышеуказанных случаев облучённости. 
При смещении функции рассеяния точки под углом 45 на величину 1,41R относительно пик-
села сигнал меняется в 4 раза для всех 3-х случаев, а при смещении функции рассеяния точки 
вдоль одной из осей на величину R сигнал меняется в 2 раза для гауссоиды и цилиндрической 
функции. Практическая значимость. При смещении функции рассеяния точки относительно 
центра пиксела матрицы происходит падение облучённости матрицы, что при малом отношении 
сигнал/шум может приводить к срыву сопровождения или увеличению погрешности изме-
рения угловых координат космических объектов. При энергетическом расчёте оптико-элек-
тронных систем падение сигнала из-за смещения функции рассеяния точки на половину пик-
села позволит определить минимальный сигнал и, следовательно, минимальное отношение 
сигнал/шум.

Ключевые слова: дифракция, матрица, пиксел, функция Бесселя, функция Гаусса, диск 
Эйри, функции рассеяния точки
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Abstract
The subject of study is the change in the signal value of a matrix pixel, when the point spread 

function is shifted relative to the center of the matrix pixel. The aim of the work is to determine 
the dependence of the signal magnitude on the displacement of the point spread function relative to 
the center of the photosensitive matrix pixel for three cases of irradiance distribution: a function 
describing the distribution in the Airy circle, a Gaussoid of rotation and a uniform distribution. 
Method. The calculation is based on the method of dividing the scattering function of a point on the 
matrix pixel into separate areas, for which the signal is calculated. The displacement of the point 
scattering function by x along the X axis and by y along the Y axis is taken in a form normalized 
to the radius of the spot. To create a two-dimensional graph of the dependence of the pixel signal 
on the displacement of the point spread function along the X, Y axes, the displacement axis of the 
point spread function is introduced. The signal at the pixel input is presented in relative units 
and normalized to the maximum signal generated in the absence of the shift in the point spread 
function. The spectral sensitivity of the pixel is constant within the pixel area. Main results. 
An algorithm for calculating the changes in the signal level of the matrix pixel, when the point 
scattering function shifts relative to the matrix pixel, has been developed. The dependence of the 
normalized matrix pixel signal on the relative displacement of the point spread function at an angle 
of 45 has been plotted for the above cases of irradiation. When the point spread function is shifted 
at an angle of 45 by an amount of 1.41R relative to the pixel, the signal changes by 4 times for 
all 3 cases, and when the point spread function is shifted along one of the axes by an amount R, 
the signal changes by 2 times for the Gaussian and cylindrical function. Practical significance. 
When the point scattering function shifts relative to the center of the matrix pixel, the irradiance 
of the matrix decreases, which with a low signal-to-noise ratio can lead to a breakdown in tracking 
or an increase in the error in measuring the angular coordinates of space objects. In energy 
calculations of optoelectronic systems the signal drop due to the shift of the point spread function 
by half a pixel allows to determine the minimum signal and, therefore, the minimum signal-to-
noise ratio.

Keywords: diffraction, matrix, pixel, Bessel function, Gaussian function, Airy disk, point spread 
function
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ВВЕДЕНИЕ
В системах наведения и сопровождения кос-
мических объектов (КО), астродатчиках ши-
роко используются матричные фотоприёмни-
ки [1, 2].

Если угловой размер объекта меньше угло-
вого размера пиксела, то его оптическое изо-
бражение в плоскости матрицы фотоприём-
ника (ФП) определяется функцией рассеяния 
точки (ФРТ).

Изображение, сформированное от малораз-
мерного точечного источника, вписывается 
в пиксел матрицы, что обеспечивает максими-
зацию отношения сигнал/шум [1]. При смеще-
нии ФРТ относительно центра пиксела матри-
цы происходит падение сигнала на выходе ма-
трицы, что при малом отношении сигнал/шум 
может приводить к срыву сопровождения или 
увеличению погрешности измерения угловых 
координат КО [2–4]. В работах [5–7] проведён 
энергетический расчёт оптико-электронных си-
стем (ОЭС), где сигнал вписан в пиксел и не учи-
тывается падение сигнала из-за смещения ФРТ 
относительно центра пиксела. Результаты дан-
ной работы позволят уточнить минимальный 
сигнал и минимальное отношение сигнал/шум 
при энергетическом расчёте ОЭС.

В наземных оптических системах для изме-
рения углового положения наземного объекта 
используется матрица, у которой кружок рас-
сеяния объектива перекрывает большое число 
пикселов [8–10], что позволяет измерять угло-
вое положение с малой погрешностью (менее 
1 угл. с.). В системах наведения и сопрово-
ждения космических объектов важнейшим 
параметром является отношение сигнал/шум 
и кружок рассеяния объектива, который, как 
правило, перекрывает только один пиксел 
на максимальной дальности цели при низком 
отношении сигнал/шум. Поэтому становится 
актуальным определение величины сигнала 
от смещения ФРТ. Погрешность измерения 
углового положения объекта определяется дат-
чиком углового положения оси опорно-пово-
ротного устройства, а более точное измерение 
достигается по угловым положениям звёзд. 

При оценке сигнала, облучающего пиксел 
матрицы, необходимо учитывать распределе-
ние облучённости по площади ФРТ. Для каче-
ственного объектива распределение облучённо-
сти в ФРТ в фокальной плоскости описывается 
квадратом отношения функции Бесселя перво-

го порядка от некоторого аргумента, делённой 
на этот аргумент [11, 12]. Этот случай является 
чисто теоретическим, так как при этом рассма-
тривается только одна длина волны. 

Теоретически диаметром кружка рассея-
ния принято считать диаметр  центрального, 
яркого пятна в дифракционной картине изо-
бражения точки (диск Эйри) [11, 12]. В насто-
ящей работе рассмотрен случай, когда ФРТ, 
сформированная от точечного источника, 
вписана в квадратный пиксел матрицы и учи-
тывается только дифракция.

Например, для матрицы FPA-640x512-TE2 
InGaAs Imager (0,9–1,7 мкм) [13] с размером 
пиксела 2525 мкм2 для длины волны 1,7 мкм 
при диаметре объектива 0,1 м и заднем фокус-
ном расстоянии 0,6029 м ФРТ будет вписана 
в пиксел матрицы (при расчёте с использовани-
ем функции Бесселя). Для видимого диапазона 
(0,4–0,77 мкм) при работе в ночное время суток, 
когда используется солнечная подсветка КО, 
а приём сигнала осуществляется на поверхно-
сти Земли, применяются высокочувствитель-
ные матрицы, например, фирмы Gpixel [14, 15], 
GSENSE4040, GSENSE6060 с размером пик-
села 99 мкм2 и 1010 мкм2, соответственно. 
В качестве примера для матрицы GSENSE6060 
при длине волны 0,77 мкм и диаметре объекти-
ва 0,5 м и заднем фокусном расстоянии 2,662 м 
ФРТ будет вписана в пиксел матрицы (при рас-
чёте с использованием функции Бесселя). 

В реальных условиях при приёме спектра 
сигналов от точечного источника часто ис-
пользуется гауссова аппроксимация распре-
деления облучённости ФРТ в фокальной пло-
скости объектива [4, 8, 9, 11, 16, 18]. 

Аппроксимация равномерной облучённо-
стью в фокальной плоскости объектива ис-
пользуется для оптических систем с понижен-
ным разрешением или для расфокусирован-
ных систем [4, 11]. Выше указанные распреде-
ления являются модельными представления-
ми распределения в кружке пятна фокусиров-
ки излучения, которые широко используют 
в расчётах другими авторами [4, 8, 9, 11, 16, 18].

В [4, 11] рассмотрены два случая аппрокси-
мации ФРТ: гауссоида вращения и равномер-
ное распределение облучённости, но при этом 
смещение ФРТ не рассматривается. В работе 
[11] утверждается, что использование гауссо-
иды вращения является универсальным спо-
собом описания пространственно-частотных 
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свойств оптико-электронных приборов. Также 
в работе [11] утверждается (для равномерного 
распределения облучённости), что функция 
рассеяния пригодна для несфокусированной 
идеальной оптической системы, когда наблю-
дения проводятся в плоскости, смещённой от-
носительно плоскости наибольшей резкости.

Оптимизации соотношения между радиусом 
ФРТ и размером пиксела матрицы, обеспечива-
ющей максимальную точность оценки коорди-
нат центров изображений малоразмерных объ-
ектов, посвящён целый ряд работ [8, 9, 16, 20].

В работе [8] показано, что различные алго-
ритмы обладают не просто различной точно-
стью, но и минимум среднеквадратичного от-
клонения (СКО) для них достигается при раз-
личном размере элемента разложения. В рабо-
те [9, 10, 17] исследована методическая погреш-
ность, зависящая от положения изображе-
ния звезды относительно растровой структуры 
ПЗС-матрицы. В работе [18, 19] используется 
гауссоида, а сбор сигнала осуществляется с по-
мощью адаптивного выделяющего фильтра. 
В ФРТ попадало 83,78% энергии точечного 
объекта аналогично, как в данной статье.

В работе [21] рассмотрен метод определения 
центра пятна рассеяния в присутствии абер-
раций.

В данной работе не рассматривается опре-
деление оптимального ФРТ относительно раз-
мера пиксела, так как он меняется в зависи-
мости от выбранного критерия.

Целью данной работы является определе-
ние зависимости величины сигнала от смеще-
ния функции рассеяния точки относительно 
центра пиксела фоточувствительной матрицы 
для трёх случаев распределения облучённо-
сти: функции, описывающей распределение 
в кружке Эйри, гауссоиды вращения и равно-
мерного распределения.

При смещении ФРТ изменяется мощность 
облучения пиксела (Ps), которая вычисляется 
в данной работе для трёх случаев распреде-
ления облучённости: описывается распреде-
лением в кружке Эйри, гауссоиды вращения 
и равномерного распределения (цилиндр). 
Мощность сигнала зависит от распределения 
облучённости и площади облучения

,S
S

EdSP = ∫

где E — облучённость пиксела по площади S.

На выходе потенциальной ямы КМОП-
матрицы регистрируется число электронов 
(Ns), определяемое выражением

Ns = Ps ac /(h c/0),

где ac — время накопления,  — квантовая 
эффективность, h — постоянная Планка, c — 
скорость света, 0 — средняя длина волны об-
лучения, 0 = (1 + 2)/2, 1 и 2 — минималь-
ная и максимальная длина волны облучения 
пиксела.

Следовательно, число зарегистрированных 
электронов пропорционально облучённости, 
попадающей на область площади пиксела ма-
трицы. 

Облучённость пиксела представлена в от-
носительных единицах. Сигнал нормирован 
к максимальному сигналу, сформированному 
при отсутствии смещения ФРТ. Спектральная 
чувствительность пиксела постоянна в преде-
лах площади пиксела. 

Рассмотрен частный случай, когда x = y, 
то есть смещение ФРТ относительно пиксела 
осуществляется под углом 45. Максималь-
ное смещение ФРТ по каждой оси равно 
x = y = R. В этом случае на рассматривае-
мый пиксел попадает четвертая часть от ис-
ходной энергии. 

Также рассмотрено смещение ФРТ по оси Y 
при отсутствии смещения по оси X и наоборот.

Особенностью данного метода расчёта за-
ключается в том, что при расчёте не нужно 
учитывать ненулевые зазоры между пиксела-
ми, так как вычисления проводятся от центра 
ФРТ при смещении пиксела.

В исходном состоянии ФРТ вписана в ква-
дратный пиксел матрицы. Между пикселами 
матрицы имеется вертикальный зазор 2h и го-
ризонтальный зазор 2h (рис. 1). При вычисле-
ниях эти зазоры не учитываются. 

ОСНОВНЫЕ ПРИНЦИПЫ ФОРМИРОВАНИЯ 
ОБЛАСТЕЙ ПИКСЕЛА МАТРИЦЫ
Началом оси смещения ФРТ относительно 
матрицы является точка 0 (рис. 1). При сме-
щении кружка рассеяния относительно пик-
села матрицы на величину x > 0 по оси X 
и на y > 0 по оси Y ФРТ разбивается на че-
тыре основные области матрицы: S1, S2, S3, 
S4 = S41 + S42 (рис. 1).
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Вычислим уровень сигнала пиксела матри-
цы в зависимости от величины смещения x 
и y по осям X и Y, соответственно.

Здесь x, y — относительное смещение ФРТ 
по осям X и Y, соответственно:

x = 1 – x/R, y = 1 – y/R.

На рис. 1 показано разделение областей 
ФРТ на 4-е основные области без смещения 
ФРТ.

Если ФРТ перемещается под углом /4 от-
носительно матрицы (рис. 2), тогда x = y, где 
прямая 0q = R — ось смещения ФРТ.

Каждая из 4-х областей кроме 1-й разделе-
ны на две области (рис. 2). Такое разделение 
необходимо для определения пределов инте-
грирования.

Обозначим

 ( )0 52 2 ,
,x y  = +  (1)

где 0    1,414, 0  x  1, 0  y  1.
Выражение (1) можно записать  = y/sin 

при /4    /2,  = x/cos при 0    /4, где 
 — угол смещения ФРТ (рис. 1).

При  = /4, x = y,  = 1,414x = 1,414y.  (2)

При 1 <   1,414 изменяются области ин-
тегрирования. Область интегрирования S4a 
превращается в S4c, а S4b — в S4d. При этом 
S4c = S4d и добавляется область S43 (рис. 3).

Рис.  1. Исходное положение функции рассеяния 
точки относительно пиксела матрицы при 

x = y = 1

Fig. 1. The initial position of the point spread 
function relative to the pixel of the matrix at 

x = y = 1
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Fig. 3. The point spread function is shifted at an 
angle of /4 relative to the pixel for  > 1
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На рис. 4 показано смещение ФРТ вдоль 
оси Y при отсутствии смещения по оси X, по-
этому  = y, т.е. R соответствует прямой 0c. 
Сигнал с площади S1 = S3 не меняется в диа-
пазоне смещения ФРТ. Площадь S2 = S4 =
= S21 + S22, поэтому достаточно вычислить 
сигнал с площадей S1 и S21, S22.

При смещении ФРТ вдоль оси X (под углом 
 = 0) и отсутствие смещения по оси Y сиг-
нал с площади S1 = S2 не меняется в диапазо-
не смещения ФРТ (рис. 1). Изменяется сигнал 
с площади S3 = S4 = S41 + S42, поэтому до-
статочно вычислить сигнал с площадей S1 
и S41, S42.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ОБЛУЧЁННОСТИ 
В ФРТ ОПИСЫВАЕТСЯ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ В КРУЖКЕ ЭЙРИ
Это распределение облучённости является чи-
сто теоретическим случаем, так как в реаль-
ности КО рассеивает солнечный свет, который 
принимается в спектральной полосе приём-
ника ОЭС. 

ФРТ при отсутствии аберраций можно запи-
сать в полярных координатах в виде [11, 12]

 { } { } 2
12, /( ) )/( ) ( ,c cG J D f D f       ⎡ ⎤= ⎣ ⎦  (3)

где  — длина волны принимаемого излуче-
ния, fc — заднее фокусное расстояние приём-
ного объектива, D — диаметр объектива,  — 
полярный радиус,  = (x2 + y2)1/2, x = sin, 
y = cos, J1(x) — функция Бесселя 1-го рода 
1-го порядка.

Выражение (3), но в первой степени, в ли-
тературе [11, 12, 23] обозначается как 
Bessinc(20), где 0 — пространственная ча-
стота, 20 = D/(fc) и обозначим z = D/(fc).

Радиус центрального кружка R = 01 =
= 3,8317fc/(D). Ограничимся центральным 
кружком. В центральном кружке сосредото-
чено 83,8% энергии сигнала [12]. 

Используя формулы приведения бесселе-
вых функций [11, 12, 23], получим соотноше-
ние (4)

 2 2 2
1 0 1

0

2 1( )/ ( ) ( ) .
z

z z dz z zJ J J⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫  (4)

Теперь можно вычислить суммарную нор-
мированную функцию облучённости [11]

 2 2
norm 0 11( )/ ( ) ( ) ( ) ,F F F J z J z ⎡ ⎤= ∞ = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

где J0(z) — функции Бесселя 1-го рода 0-го по-
рядка при z  0, J1(z) — функция Бесселя 1-го 
рода 1-го порядка при z  0.

Функция Fnorm показывает распределение 
энергии в дифракционной картине при сум-
мировании энергии колец.

Для удобства оценки облучённости пиксе-
ла введём нормирующий коэффициент AB
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1 222
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B 1 222
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⎡ ⎤
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⎢ ⎥∫ ∫
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

2
B 0.A =

Запишем общее выражение интеграла BJ 
в полярных координатах

 
2 2

1 1

2
J B 1 0 02 2 2( )/( ) .B A d J d





       ⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ ∫  (5)
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Рис. 4. Смещение функции рассеяния точки вдоль 
оси Y (под углом  = 90) при отсутствии смещения 

по оси X

Fig. 4. Displacement of the point spread function 
along the Y axis (at an angle  = 90) in the absence 

of an offset along the X axis
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Выражение (5) для Bj используется для лю-
бой области ФРТ, различаются только преде-
лы интегрирования.

Обозначим 

z = 20, d = dz/(20), 

 z1 = 0, z2 = 2001 = 2,709. 
(6)

Преобразовав подинтегральное выражение 
(5), получим

   
22

11

2
1

1 ( )/ .
z

j

z

d z z dzB J







⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫  (7)

Вычислим сигнал B1, сформированный об-
ластью S1 пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования, образуемой прямы-
ми a0, d0 и нижней дугой ad (рис. 2).

Пределы интегрирования для площади S1 
равны

 1 = , 2 = 3/2, 1 = 0, 2 = 01. (8)

Так как z1 = 0, z2 = z и с учётом выраже-
ния (2)

2 2
1 0 11 4( ) ( ) .z zB J J⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦

Для z = z01 = 3,8317, 2
1 0( ) ,zJ =  2

0 0 1622( ) , ,zJ =  
B1 = 0,20945.

Интеграл с областью интегрирования S2 
разбивается на две области интегрирования 
S21 и S22.

Вычислим сигнал B21, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствую-
щей площади интегрирования S21, ограни-
ченной прямыми b0, a0 и дугой ab (рис. 2). 
Выражение интеграла в полярных координа-
тах соответствует (7), но с другими пределами 
интегрирования [22]

3 =  – arcsiny, 4 = , 1 = 0, 2 = 01,   (9)

2 2
21 0 101 011

1 414 2

( ) ( )

arcsin( / , )/( ),

B J Jz z
 

⎡ ⎤= − − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
×

где 0  1,414.
Вычислим сигнал B22, согласно (7), сфор-

мированный областью пиксела матрицы, со-
ответствующей площади интегрирования S22 
(рис. 2), ограниченной прямыми b0, bc, c0.

Пределы интегрирования имеют вид 

5 = /2, 6 =  – arcsiny,

 3 = 0, 4 = 01y/sin. 
(10)

С учётом того, что 2001y = 3,8317y, вы-
числим B22 [22]

B22 = 0,25 – [arcsiny – JB2]/(2),

где
6

2

5

2
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2
1

3 8317

3 8317

( , /sin )

( , /sin ) .

B y

y

J J

dJ







 

⎡= +⎢⎣

⎤+ ⎥⎦

∫
 

Вычислим B2 = B21 + B22, учитывая (2),

2
2 2

20 1

0 25 1 414

2 709 2 709 2 2

, arcsin( / , )

( , ) ( , ) /( ) /( ).B

B

J J J



   

= − ×
⎡ ⎤× + −⎢ ⎥⎣ ⎦

Интеграл с областью интегрирования S3 
разбивается на две области интегрирования 
S31 и S32.

Сигнал B31, сформированный областью 
пиксела матрицы, соответствующей площа-
ди интегрирования S31 (рис. 2), ограниченной 
прямыми d0, p0 и дугой dp, равен B21, так как 
S31 = S21.

Сигнал B32, сформированный областью 
пиксела матрицы, соответствующей площа-
ди интегрирования S32 (рис. 2), ограничен-
ной прямыми m0, p0 и mp, равен B22, так как 
S32 = S22.

В результате

 B3 = B31 + B32 = B2. (11)

Вычислим сигнал B4a, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S4a (рис. 2), ограни-
ченной прямыми c0, cn, n0, при 0    1.

Исходное выражение соответствует соотно-
шению (7). Пределы интегрирования для пло-
щади S4а равны

7 = /4, 8 = /2,  3 = 0, 

 4 = 01y/sin. 
(12)
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Делаем замену переменных в выражении 
(7), пределы интегрирования имеют вид

z = 20, d = dz/(20), 

 z1 = 0, z2 = 2001y/sin. 
(13)

С учётом выражения (2) имеем [22]

4 410 125 2, ( ),a BJB = −

где 0    1,
8

7

2
41 0

2
1

2 709

2 709

( , /sin )

( , /sin ) ,

BJ J

J d





 

  

⎡= +⎢⎣

⎤+ ⎥⎦

∫

при 7 = /4, 8 = /2.
Сигнал B4b, сформированный областью 

пиксела матрицы, соответствующей площа-
ди интегрирования S4b (рис. 2), ограниченной 
прямыми n0, nm, m0 при 0    1, равна B4a, 
так как S4b = S4a.

В результате 

B4 = B4a + B4b = 0,25 – JB41/,

при 0    1.
Вычислим сигнал B4c, сформированный 

областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S4c, ограниченной 
прямыми c0, cf, f0 (рис. 3) при 1 <   1,414.

Для исходного выражения (7) пределы ин-
тегрирования для площади S4c (рис. 3) равны

9 = arcsiny, 10 = /2, 

 3 = 0, 4 = 01y/sin. 
(14)

Делаем в (7) замену переменных согласно (14).
Вычислив интеграл (7), получим [22]

B4c = 0,25 – [arcsin(/1,414) + JB4c]/(2),

где

10

9

2
4 0 2 709( , /sin )B cJ J


 



⎡= +⎢⎣∫  

2
1 2 709( , /sin ) ,J d  ⎤+ ⎥⎦

9 = arcsin(/1,414), 10 = /2, 

при 1 <   1,414.

Сигнал B4d, сформированный областью 
пиксела матрицы, соответствующей площади 
интегрирования S4d, ограниченной прямыми 
g0, gm, m0 (рис. 3), при 1 <   1,414, равен 
B4c, так как S4d = S4c

В результате 

B42 = B4c + B4d = 2B4c, 

B42=0,5 – [arcsin(/1,414) + JB4c]/ 

при 1 <   1,414.
Вычислим сигнал B43, сформированный 

областью пиксела матрицы, соответствую-
щей площади интегрирования S43 (рис. 5), 
ограниченной прямыми f0, g0 и дугой gf, при 
1 <   1,414.

Для исходного выражения (7) делаем за-
мену переменных согласно (6). Пределы инте-
грирования для площади S43 равны

11 = arccos(/1,414),  

 12 = arcsin(/1,414), 1 = 0, 2 = 01. 
(15)

Вычислив интеграл (7), получим [22]

B43 = 0,25 – [2arccos(/1,414) + JB43]/(2) 
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Рис. 5. Зависимость сигнала пиксела от 
относительного смещения функции рассеяния 

точки  (при  = 45), где 1 – B0, 2 — V0, 3 — U0

Fig. 5. Dependence of the pixel signal on the relative 
displacement of the point spread function  

(at  = 45), where 1 — B0, 2 — V0, 3 — U0
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при 1 <   1,414, где

12

43

11

2 2
0 12 709 2 709( , ) ( , ) ,B dJ J J





  ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦∫

B43 = 0 при 0    1.

В результате сигнал B4 равен

B4 = B42 + B43.

Суммарный сигнал, как функция от , на-
ходится в виде

B0 = B1 + B2 + B3 + B4.

ОБЛУЧЁННОСТЬ В ФРТ РАСПРЕДЕЛЕНА 
ПО ЗАКОНУ ГАУССА
На практике используется аппроксимация 
облучённости в ФРТ гауссоидой вращения. 
Распределение облучённости в ФРТ задаётся 
формулой [4]

g(x, y) = AGexp{–(x2 + y2)/c2}. 

Константа с определяется из соотношения [1]

с2 = R2/ln[1/(1 – p)], и с2 = 22,

где  — среднеквадратическое отклонение (па-
раметр гауссоиды), p — уровень мощности, 
сосредоточенной во всем кружке рассеяния 
с окружностью радиусом R. 

p = 1 – exp(–R2/c2).

Принимаем p = 0,838 от всей принятой 
мощности, тогда p соответствует нормирован-
ной мощности центрального кружка при рас-
пределении облучённости в ФРТ в виде функ-
ции Бесселя.

Обозначим

 k = R/c. (16)

Константа АG выбирается из условия нор-
мировки [4]

22
G 2 1exp ,yx dxdyA

c

∞

−∞

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜− =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∫ ∫  

где AG = 1/(c2).

Пространственное распределение облучён-
ности представляет собой симметричную га-
уссоиду. В исходном состоянии ФРТ вписана 
в пиксел матрицы (рис. 1). При смещении 
кружка относительно центра пиксела матри-
цы на величину x > 0 по оси X и на y > 0 
по оси Y ФРТ разбивается на четыре области 
пиксела матрицы.

Вычислим сигнал пиксела матрицы в зави-
симости от величин смещения x и y по осям 
X и Y соответственно.

Вычислим сигнал V1, сформированный об-
ластью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S1. Запишем выра-
жение интеграла J в полярных координатах

 
2 2

1 1

2

2exp .GA d dJ
c





  
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ ∫  (17)

Выражение (17) используем для любой об-
ласти ФРТ, различаются только пределы ин-
тегрирования.

При вычислении сигнала, сформированно-
го областью S1 пиксела матрицы, пределы ин-
тегрирования в выражении (17) соответству-
ют (8).

Делаем замену переменных во внешнем ин-
теграле

u = exp(–2/c2), 

 –c2du/2 = exp(–2/c2)d. 
(18)

Пределы интегрирования с учётом (16)

 u1 = 1, u2 = exp(–k2). (19)

Тогда

3 22
2

1 1
2

/

* exp( ) .GA c
V d k





 ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

Окончательно получим

V1 = AGc2p/4 = 0,2095.

Уровень сигнала V1 не зависит от смеще-
ния пятна по оси X и оси Y, если 0  x  R и 
0  y  R.

Интеграл по области S2 разбивается на два 
интеграла: первый находится аналитически, 
а второй берётся численным методом.
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Вычислим сигнал V21, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S21. Выражение 
интеграла в полярных координатах соответ-
ствует (17). Пределы интегрирования соответ-
ствуют выражению (9).

В выражении (17) во внешнем интеграле 
делаем замену переменных согласно выраже-
нию (18), тогда пределы интегрирования со-
ответствуют выражению (19), и после взятия 
внешнего интеграла V21 имеет вид [22]

4

3

2
2

21 1
2

exp( ) .GA c
V d k





 ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

Или V21 = p arcsiny/(2), где 0  y  1, 
0    1,414.

Вычислим сигнал V22, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S22.

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (17). Пределы интегриро-
вания соответствуют выражению (10).

В выражении (17) во внешнем интеграле 
делаем замену переменных согласно выра-
жению (18), тогда пределы интегрирования 
с учётом (16) равны

 u1 = 1, u2 = exp[–(ky)2/(sin)2]. (20)

После преобразования выражение для V22 
имеет вид [22]

{ }
6

5

2 2 2
22

1
2

arccos exp sin ,yyV k d




  


⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

где 5 = /2, 6 =  – arcsin(/1,414). 
В результате V2 = V21 + V22 или 

V2 = [arccos(/1,414) +

+ p arcsin(/1,414) – JV2]/(2),

{ }
6

5

2 22
2 2exp )( sin .v dJ k





  = −∫

Интеграл Jv2 берётся численным методом.
Область интегрирования S3 равна S2 (рис. 2), 

поэтому V3 = V2.

Область интегрирования S4 разбивается на 
две площади интегрирования S4a и S4b при 
0    1 (рис. 2). Оба интеграла берутся чис-
ленным методом.

Вычислим сигнал V4a, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S4a (рис. 2).

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (17). Пределы интегри-
рования соответствуют выражению (12), где 
R = 01.

Делаем замену переменных согласно вы-
ражению (18), тогда пределы интегрирования 
внешнего интеграла соответствуют выраже-
нию (20).

После преобразования выражение для V4a 
имеет вид

8

7

2
22 2

4 1
2

exp .sina y
Ac

dV k




 ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫

Вычислив интеграл, выражение V4a прини-
мает вид [18]

V4a = 0,125 – JV4a/(2) при 0    1,

{ }
2

2 22
4

4

2
/

/

exp )( sin .v a dJ k




 = −∫

Так как S4b = S4a, тогда используя сумму 
выражений V4a и V4b, вычислим V4 с учётом, 
что V4b = V4a.

V4 = 0,25 – JV4a/при 0    1.

V4 = 0  при  = 0.

При 1 <   1,414 образуется область S43 
(рис. 3).

Вычислим сигнал V43, сформированный 
областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S43 (рис. 3).

Вычислим V43 при 1 <   1,414, а при 
0    1 V43 = 0.

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (17). Пределы интегрирова-
ния соответствуют выражению (15), где R = 01.

Делаем замену переменных согласно вы-
ражению (18), тогда пределы интегрирования 
внешнего интеграла соответствуют (19).
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После преобразования выражение V43 име-
ет вид с учётом (2) [22]

V43 = p [arcsin(/1,414) – /4]/, 

при 1 <   1,414.
Вычислим сигнал V4c, сформированный 

областью пиксела матрицы, соответствующей 
площади интегрирования S4c (рис. 3), при 
1 <   1,414.

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (17). Пределы интегрирова-
ния соответствуют выражению (14), где R = 01.

Во внешнем интеграле делаем замену пере-
менных согласно выражению (20).

После преобразования с учётом (16) выра-
жение для V4c имеет вид:
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2
22 2
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c y

A c
dV k




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С учётом (2) получим [22]:

V4c = 0,25 – [arcsin(/1,414) + JV4c]/(2),

{ }
10

9

2 22
4 2exp ) ,( sinv c dJ k





 = −∫

при 9 = arcsiny, 10 = /2.
Так как S4d = S4c, используя сумму вы-

ражений V4c и V4d, вычислим сигнал V41 при 
1 <   1,414 с учётом, что V4d = V4c:

V41 = V4c + V4d = 2V4c.

V41 = 0,5 – [arcsin(/1,414) + JV4c]/, 

при 9 = arcsiny, 10 = /2, 1 <   1,414.
Используя сумму выражений V41 и V43, вы-

числим V4 при 1 <   1,414

V4 = V41 + V43.

Окончательно получим зависимость V4 
от  [22]

V4 = 0,25 – JV4a/ при 0    1;

V4 = 0,5 – [JV4c + (1 – p)arcsin(/1,414)]/ – p/4, 

при 1 <   1,414.

Вычислим сумму сигналов пиксела от об-
ластей, входящих в V0, который является 
функцией от 

V0 = V1 + 2V2 + V4.

ОБЛУЧЁННОСТЬ В ФРТ 
РАСПРЕДЕЛЕНА РАВНОМЕРНО
Распределение облучённости на пикселе ма-
трицы задаётся выражением [4]

G(x, y) = A при z = (x2 + y2)0,5  R;

G(x, y) = 0 при z > R.

ФРТ аппроксимируется цилиндром.
Константа А выбирается из условия норми-

ровки [4]. Коэффициент p введён, чтобы мощ-
ность в ФРТ при равномерной облучённости 
соответствовала мощности в кружке, рассмо-
тренной в предыдущих разделах

A = p/(R2),

где R — радиус пятна, x, y — координаты точ-
ки изображения.

На рис. 1 представлено исходное положе-
ние ФРТ относительно пиксела матрицы, ког-
да  = 1,4142.

Вычислим сигнал пиксела матрицы в зави-
симости от величин смещения ФРТ на x и y 
по осям X и Y соответственно.

На рис. 2 показано смещение ФРТ относи-
тельно пиксела под углом /4, здесь  < 1, где 
x, y — относительное смещение ФРТ по осям 
X и Y и соответствует выражению (2).

Вычислим сигнал, сформированный обла-
стью S1 пиксела матрицы (рис. 2). Запишем вы-
ражение интеграла J0 в полярных координатах

 
2 2

1 1

0 .J A d d




  = ∫ ∫  (21)

Выражение (21) используем для любой об-
ласти ФРТ, различаются только пределы ин-
тегрирования. Пределы интегрирования для 
площади S1 соответствуют (8), где R = 01.

Тогда сигнал от площади S1 равен

3 22
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Уровень сигнала U1 не зависит от смеще-
ния пятна по оси X и оси Y, если 0  x  R 
и 0  y  R.

Интеграл U2 разбивается на два интеграла 
согласно площадям S21 и S22.

Вычислим сигнал U21, сформированный 
областью S21 пиксела матрицы (рис. 2) [22]. 
Выражение интеграла в полярных координа-
тах соответствует (21). Пределы интегрирова-
ния соответствуют (9), где R = 01.

42

21 y

3
2 2

arcsin ,AR p
U d





 


= =∫

где 0  y  1.
Вычислим сигнал U22, сформированный 

областью S22 пиксела матрицы (рис. 2).
Выражение интеграла в полярных коорди-

натах соответствует (21). Пределы интегрирова-
ния соответствуют (10), где R = 01. Вычислив 
внешний интеграл, определим U22 [22]
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 
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Окончательно получим

U22 = py{1 – (y)2}0,5 /(2).

Сложив U21и U22, с учётом (2) получим U2.

U2 = p [arcsin(/1,414) +

+ (/1,414) {1 – 2/2}0,5]/(2).

Сигнал U3, сформированный областью S31 
+ S32 пиксела матрицы (рис. 2), равен выра-
жению U2, то есть U3 = U2.

Область интегрирования S4 разбивается на 
две области интегрирования S4a и S4b.

Вычислим сигнал U4a, сформированный 
областью S4a пиксела матрицы (рис. 2).

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (21). Пределы интегриро-
вания соответствуют (12), где R = 01, 0    1, 
0  y  0,707.

Вычислив внешний интеграл, определим 
U4a [22]
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Окончательно получим

U4a = p(y)2/(2),

при 0  y  0,707.
Сигнал U4b, сформированный областью S4b 

пиксела матрицы (рис. 2), равен U4a, так как 
равны площади облучения.

Сложив U4a и U4b, с учётом (2) и, учитывая, 
что S4a = S4b определим U4.

U4 = p2/(2), 

при 0    1.
При 1 <   1,4142 образуется дополнитель-

но область S43 (рис. 3).
На рис. 3 представлено смещение ФРТ от-

носительно пиксела под углом /4 при  > 1.
Вычислим сигнал U4c, сформированный 

областью S4с пиксела матрицы (рис. 3) при 
1 <   1,414.

Выражение интеграла в полярных коорди-
натах соответствует (21). Пределы интегриро-
вания соответствуют (14) при 0,707 < y  1.

Вычислив внешний интеграл, определим 
U4с [22]

U4c = py{1 – (y)2}0,5/(2), 

при 0,707 < y  1.
При x = y площадь S4d равна площади 

S4c, тогда U4d = U4c.
Вычислим сигнал U43 сформированный 

площадью S43 при 1 <   1,414, так как при 
0    1, S43 = 0 и U43 = 0 (рис. 3). Выражение 
интеграла в полярных координатах соответ-
ствует (21). Пределы интегрирования соответ-
ствуют (15) при 1 <   1,414.

Вычислив внешний интеграл, с учётом (2) 
определим U43 [18]:

U43 = p[arcsin(0,707)/ – 0,25],

при 1 <   1,414.

U43 = 0,

при 0    1.
Вычислим суммарный сигнал U4.

U4 = 2U4c + U43.

U4 = p2/(2),

при 0    1.
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U4 = p[0,707{1 – 2/2}0,5 +

+ arcsin(0,707)]/ – 0,25p, 

при 1 <   1,414.
Вычислим суммарный сигнал U0 в зависи-

мости от 

U0 = U1 + 2U2 + U4. 

U0 = 0,25p + p[arcsin(0,707) +

+ 0,707{1 – 2/2}0,5 + 2/2]/,

при 0    1,

U0 = 2p[arcsin(0,707) + 0,707{1 – 2/2}0,5]/,

при 1 <   1,414.

Сравнение зависимостей сигналов B0, V0 
и U0 от относительного смещения ФРТ 
 под углом 45
Используя математические выражения для 
сигналов B0, V0 и U0, построен график зави-
симостей (рис. 5) от относительного смещения 
ФРТ  при  = 45. 

Из рис. 5 видно, что для всех трёх случаев 
смещения ФРТ под углом 45 диапазон сигна-
лов изменяется в 4 раза.

Сравнение зависимости сигнала пиксела 
от относительного смещения ФРТ 
по оси Y без смещения по оси X 
или по оси X без смещения по оси Y

Для построения графика при   /4 введём 
ось смещения ФРТ R, выходящую из центра 
координат, и которая параллельна оси R. 

= x/cos для 0   < /4, 

 = y/sin для /4    /2 

при  = /4 = .
Из рис. 6 видно, что для гауссоиды враще-

ния V0_Y и цилиндрической функции U0_Y 
при смещении ФРТ вдоль оси Y (под углом 
 = 90,  = y) и отсутствия смещения по оси 
X диапазон сигналов изменяется в 2 раза. 
Аналогичный результат можно получить при 
смещении ФРТ вдоль оси X (под углом  = 0, 
 = x) и отсутствия смещения по оси Y.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Разработан алгоритм расчёта сигнала для 
трёх видов облучённости пиксела матрицы, 
описываемой распределением в кружке Эйри, 
гауссоидой вращения и равномерной аппрок-
симацией в зависимости от смещения ФРТ 
под углом 45, и построены графики зависимо-
сти уровня сигнала от .

2. При равномерной аппроксимации об-
лучённости пиксела и смещении ФРТ под 
углом 45 сигнал пиксела изменяется почти 
линейно. При облучённости пиксела в виде 
распределения в кружке Эйри (для смещения 
ФРТ под углом 45 и 0    0,6) сигнал пик-
села изменяется линейно, но с большей кру-
тизной, чем для равномерного распределения, 
а при 0,9    1,414 изменяется незначитель-
но. Изменение сигнала при распределении об-
лучённости в виде гауссоды вращения зани-
мает промежуточное значение.

3. При смещении ФРТ под углом 45 на ве-
личину 1,41R относительно пиксела сигнал 
меняется в 4 раза для всех 3-х случаев, а при 
смещении ФРТ вдоль одной из осей на величи-
ну R сигнал меняется в 2 раза для гауссоиды и 
цилиндрической функции.

4. Относительное смещение ФРТ макси-
мально ( = 1,41) при  = 45 и уменьшается 

Рис. 6. Зависимость сигнала пиксела от 
относительного смещения функции рассеяния 
точки (при  = 0 или 90), где 1 — V0_Y, 2 — U0_Y

Fig. 6. Dependence of the pixel signal on the relative 
displacement of the point spread function  

(at  = 0 or 90), where 1 — V0_Y, 2 — U0_Y
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при уменьшении или увеличении , достигая 
 = 1 при углах 0 или 90. При этом диапазон 
изменений сигнала изменяется от максималь-
ного при  = 45 до минимального при углах 
смещения 0 и 90.

5. В данной работе предложен математиче-
ский алгоритм, позволяющий находить сигнал 
в зависимости от оси смещения, а не от смеще-
ния по каждой координате в отдельности.

6. При энергетическом расчёте оптико-
электронных систем падение сигнала из-за 
смещения функции рассеяния точки на поло-
вину пиксела позволит определить минималь-
ный сигнал и, следовательно, минимальное 
отношение сигнал/шум, что можно исполь-
зовать при проектировании оптико-электрон-
ных систем. Это обеспечит создание приборов 
с улучшенными характеристиками».
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