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Для наземных адаптивных оптико-электронных систем наблюдения за естественными и ис-
кусственными космическими объектами рассматриваются ограничения, обусловленные дро-
жанием лазерной опорной звезды, используемой для компенсации фазовых искажений атмос-
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ваются значения пространственного радиуса когерентности (параметра Фрида), при которых 
лазерный пучок из-за дрожания при формировании опорной звезды не выйдет за пределы угла 
изопланатизма. При этом полагается, что отклонения пучка в двух взаимно перпендикулярных 
направлениях нормально распределены, и вероятность того, что он не выйдет за пределы угла 
изопланатизма, подчиняется закону Рэлея. Угловая расходимость отклонённого пучка оценива-
ется за время короткой экспозиции, меньшее времени замороженности атмосферы для дальней 
и ближней зон излучающей апертуры лазера.

Ключевые слова: турбулентная атмосфера, адаптивная оптика, угол изопланатизма, лазерная 
опорная звезда, радиус когерентности, дисперсия дрожания лазерного луча, угловая расходи-
мость лазерного луча.

Коды OCIS: 010.1080, 110.1085, 010.3310, 010.1330, 010.1300.

ВВЕДЕНИЕ
При наблюдении космических объектов (КО) 
искусственного и естественного происхожде-
ния стремление улучшить разрешающую спо-
собность привело к созданию крупных опти-
ческих телескопов. Однако при увеличении 
их апертуры всё в большей степени начина-
ет сказываться влияние искажений, вноси-
мых атмосферой, компенсация которых об-
уславливает необходимость применения ме-
тодов адаптивной оптики. Для эффективной 
работы адаптивных оптических систем (АОС) 
необходим яркий опорный точечный источ-

ник, расположенный вблизи КО в пределах 
угла изопланатизма атмосферы θis. Для хо-
рошего астроклимата он составляет порядка  
2–3 угловых секунд. Так, для Майданакско-
го телескопа, размещённого на высоте 2500 м, 
среднее значение угла изопланатизма за пе-
риод наблюдения в течение нескольких лет 
составило 2,48 угл. с [1]. Так как найти есте-
ственную звезду требуемой звёздной величи-
ны в пределах θis наблюдаемого КО маловеро-
ятно, то в поле зрения телескопа с помощью ис-
точника лазерного зондирующего излучения 
создают искусственную лазерную опорную  
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звезду (ЛОЗ) — натриевую на высоте 90–100 км  
или рэлеевскую на высоте 5–20 км. Метод по-
лучения искусственной лазерной опорной звез-
ды широко используется за рубежом в астро-
номических телескопах [2–4], а также при на-
блюдении космических аппаратов с помощью 
оптико-электронной системы (ОЭС) AEOS [5]. 
В настоящее время более широкое распро-
странение получили адаптивные ОЭС с натри-
евыми ЛОЗ, генерируемыми на длине волны 
0,589 мкм.

Проблемы, связанные с особенностями фор-
мирования (генерации) ЛОЗ, с фокусным и уг- 
ловым анизопланатизмом, с компенсацией гло- 
бального наклона волнового фронта, рассмо-
трены во многих зарубежных и отечествен-
ных работах, среди которых выделим [2, 3,  
6, 7]. Там же можно найти и ссылки на наи-
более значительные публикации в данной об-
ласти.

Влияние эффекта дрожания опорного ис-
точника на дрожание оптических изобра-
жений также достаточно хорошо изучено. 
Впервые дисперсия дрожания энергетиче-
ского центра тяжести оптических изображе-
ний плоской волны, прошедшей через турбу-
лентную атмосферу, в строгой теоретической 
постановке была рассмотрена в монографии  
В.И. Татарского [8]. Исследованию данной 
проблемы посвящены работы [3, 9, 10–12].  
В частности, показано [12], что для «хорошей» 
атмосферы в телескопах с большими аперту-
рами (4–8 м) можно пренебречь эффектом дро-
жания ЛОЗ.

Следует отметить, что зарубежные АОС  
с ЛОЗ расположены, как правило, в горах на 
высотах 2–4 км. На территории РФ подобных 
географических районов с очень хорошим 
астроклиматом крайне мало, и при размеще-
нии оптико-электронных систем на более низ-
ких высотах амплитудно-фазовые искажения 
оптического излучения значительно возраста-
ют. Это приводит к усилению известных астро-
номических эффектов — размытию, сцинтил-
ляциям (мерцанию) и дрожанию оптических 
изображений КО. Очевидно, что это приведёт 
и к усилению дрожания лазерного пучка, 
применяемого при формировании ЛОЗ.

Таким образом, при оценке эффективно-
сти применения ЛОЗ в наземных ОЭС в ус-
ловиях «худшего» астроклимата особую ак-
туальность приобретает задача определения 

условий (ограничений), при которых ЛОЗ не 
выйдет за пределы угла изопланатизма, свя-
занных с дрожанием лазерного пучка при его 
распространении в атмосфере.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОГРАНИЧЕНИЙ 
ПРИМЕНЕНИЯ ЛОЗ
Введём декартову систему координат, начало 
которой совместим с центром апертуры лазера 
диаметром d, ось z — с его оптической осью, 
направленной на КО, находящийся на рассто-
янии z0. За время короткой экспозиции, мень-
шее времени замороженности атмосферы tfr, 
после прохождения лазерного пучка через 
турбулентную атмосферу происходит его от-
клонение относительно положения в невозму-
щённой атмосфере (вакууме).

Поле в точке S(z0, ρ0) в соответствии с прин-
ципом Гюйгенса–Кирхгофа в приближении 
Френеля, обобщённого для случайно-неодно-
родной среды, имеет вид [10, 11]	
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где U0(r)  — начальное распределение поля 
на апертуре лазера (в плоскости z = 0),  
k = 2π/λ — волновое число, λ — длина волны,  
G(0, r, z0, ρ0)  — набег фазы, обусловленный 
возмущениями атмосферы при распростра-
нении волны из точки апертуры (0, r) в точку 
S(z0, ρ0). 

Мгновенное значение интенсивности поля  
в точке S(z0, ρ0) равно
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Полагаем, что отклонения луча для двух 
взаимно перпендикулярных направлений нор-
мально распределены. Тогда вероятность того,  
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что лазерный пучок с угловой расходимостью 
(по уровню половинной мощности) θlas при 
дрожании (по двум осям) с дисперсией σn

2 не 
выйдет за пределы угла изопланатизма θis, 
подчиняется закону Рэлея и определяется вы-
ражением [13] 
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Дисперсия дрожания угла наклона лазер-
ного пучка определяется по формуле [6, 14] 
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и слабо зависит от диаметра апертуры 
2 1 31 /( / ).n dσ »  r0 — радиус когерентности тур-

булентной атмосферы.
Радиус когерентности r0 и угол изопла-

натизма были введены Д. Фридом [14, 15] на 
основе теории А.Н. Колмогорова, развитой 
для локально однородной и изотропной турбу-
лентности атмосферы, для которой волновая 
структурная функция между точками, нахо-
дящимися в поперечном сечении луча на рас-
стоянии ρ, была определена В.И. Татарским 
для плоской волны в виде [8]
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где Cn
2  — структурная функция показателя 

преломления атмосферы на высоте h, H  — 
длина трассы (высота атмосферного слоя). 

Если выражение для Dn(r) записать через 
радиус когерентности r0 турбулентной атмос-
феры

( ) ( )5 3
06 88 /, ,/nD r r r=

то                     ( )( )3 5
0 6 88 /, / nr r D r=

или с учётом зенитного угла
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где β — зенитный угол.

Угол изопланатизма θis  определяется по 
формуле [15]
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где hef  — высота эффективного слоя атмо- 
сферы. 

В [6] в качестве типичной высоты указыва-
ется hef = 3000 м для дневных условий наблю-
дения и hef = 1500 м — для ночных.

Угол изопланатизма — максимальный угол 
между направлениями на опорный источник 
и наблюдаемый объект, в пределах которого 
возможна эффективная фазовая коррекция 
атмосферных возмущений в АОС. Физически 
его можно также трактовать как угол, под ко-
торым виден радиус когерентности r0 в преде-
лах эффективного слоя атмосферы с расстоя-
ния, равного толщине этого слоя hef [3, 6, 10].

Таким образом, как следует из выражений 
(4–7), при уменьшении радиуса когерентности 
атмосферы r0 уменьшается и угол изоплана-
тизма θis, в то время как дисперсия угла дро-
жания лазерного луча σn

2 возрастает. 
Угловой размер лазерного пучка в большин-

стве работ, в частности в [16, 17], оценивается 
на большом интервале времени (t > tfr), при 
котором аберрации, обусловленные атмосфер-
ной турбулентностью, не компенсируются. 
В адаптивных ОЭС при формировании ЛОЗ 
угловой размер отклонённого лазерного пучка 
необходимо оценивать на интервале времени  
(t < tfr), в течение которого аберрации более 
высокого порядка (как и наклон волнового 
фронта) скомпенсировать не представляется 
возможным.

Учитываем, что значения интенсивности 
передаваемого пучка в плоскости ЛОЗ и при-
нимаемого пучка в плоскости изображения 
ОЭС идентичны при условиях [18], во-первых, 
согласования передаточных функций при-
ёмной и передающей апертур, а во-вторых,  
в случае рассмотрения изображения источни-
ка излучения в сопряжённой плоскости, для 
которой верно соотношение
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где zpc — расстояние от приёмной апертуры до 
плоскости изображения, F — фокусное рассто-
яние или радиус кривизны волнового фронта.

Для оценивания угловой расходимости от-
клонённого лазерного пучка воспользуемся 
результатами работы [19], в которой опреде-
ляется оптическое разрешение телескопа для 
длинной и короткой экспозиции.

Для этого введём новые переменные ρ = 
= r1 – r2 и r = (r1 + r2)/2 и запишем выражение 
(2) для средней интенсивности в точке S(z0, ρ0) 
в виде 
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где угловые скобки означают усреднение по 
ансамблю фазовых возмущений.

Второй интеграл в выражении (9) представ-
ляет собой усреднённую оптическую переда-
точную функцию (ОПФ) оптико-электронной 
системы и атмосферы
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а ρ = |ρ| — модуль вектора ρ, проведённого 
между двумя точками r1 и r2 апертуры.

Величина оптического разрешения R пло-
скости приёмной апертуры определяется вы-
ражением [19]

	 ( ) , R dτ ρ ρ= ò 	 (11)

где оптическая передаточная функция <τ(ρ)> 
в отсутствии фазовой компенсации атмосфер-
ных возмущений представляет собой произве-
дение передаточных функций ОЭС и атмосфе-
ры. В выражении (10) ОПФ нормирована та-
ким образом, что <τ(0)> = 1. 

В общем случае ОПФ всей системы (атмос-
феры и телескопа) нельзя разделить на атмос-
ферную и аппаратную составляющие. 

В отсутствие фазовой компенсации функ-
ция возмущений G(r) описывает атмосферные 
искажения волнового фронта, и тогда ОПФ ат-
мосферы равна [8]
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В АОС, реализующих метод фазовой кор-
рекции атмосферных искажений, важной 
является не волновая структурная функция,  
а структурная функция флуктуации фазы 
Dϕ(ρ) между точками, разнесёнными в попе-
речном сечении пучка на расстоянии ρ. 

Для плоской волны, приходящей на круг- 
лую апертуру, функция зрачка которой равна
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в [19] получено выражение для оптического 
разрешения линзы, которое для короткой экс-
позиции имеет вид
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В приведённом выражении для 
ближней зоны апертуры коэффициент  
g = 1 0( )   d zλ>>  и Dϕ(ρ) = Dn(ρ)/2, а для даль-
ней зоны g = 1/2 и Dϕ(ρ) = Dn(ρ). Данный инте- 
грал был рассчитан Д. Фридом для различ-
ных значений, и полученные результаты были 
нормированы относительно максимального 
значения

( )( )2
max 04/ / ,R r Fπ λ=

соответствующего линзе бесконечно большо-
го диаметра, для случая длинной экспозиции 
при отсутствии фазовой коррекции.

Для системы получения изображений с ко-
роткой экспозицией значения R/Rmax для раз-
личных d/r0 представлены в табл. 1 (во втором 
и четвёртом столбцах для дальней и ближней 
зон апертуры соответственно).

Имея в виду, что оптическому разрешению 
Rmax соответствует угловое разрешение

( )( )0  2max / / ,rθ π λ=
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для короткой экспозиции системы получения 
изображения величину углового разрешения 
можно записать в виде

	 ( )( )las 02*
max/ / / / .r R Rθ π λ= 	 (13)

С учётом выражения (8) величина угловой 
расходимости лазерного пучка (по уровню по-
ловинной мощности) θlas будет равна углово-
му разрешению систем получения изображе- 
ния las

* .θ
С помощью выражения (13) рассчитаем зна-

чения угловой расходимости θlas (по уровню 
половинной мощности) отклонённого лазерно-

го пучка для ближней и дальней зон излучаю-
щей апертуры, выраженные в единицах λ/r0, 
в зависимости от её нормированного диаметра 
d/r0 (приведены в третьем и пятом столбцах 
табл. 1).

Анализ представленных в таблице резуль-
татов показывает, что для короткой экспози-
ции при нахождении ЛОЗ в дальней зоне из-
лучающей апертуры угловая расходимость 
отклонённого лазерного пучка при d/r0 = 2 
равна θlas = 1,1λ/r0 и имеет минимальное зна-
чение θlas = λ/r0 при d/r0 = 7. То есть, увеличе-
ние диаметра апертуры, для которой выпол-
няется условие d/r0 ≥ 2, не даёт существенно-
го выигрыша в угловой расходимости пучка. 
Для ближней зоны угловая расходимость сфо-
кусированного пучка при увеличении апер-
туры от d/r0 = 2,0 до d/r0 = 3,8 уменьшится  
с θlas = 0,735λ/r0 до θlas = 0,6λ/r0, т.е. в 1,2 раза.

В табл. 2 и 3 для ночного и дневного вре-
мени соответственно с учётом выражений (4) 
и (7) представлены результаты расчётов по 
формуле (3) вероятности P того, что при про-
хождении через турбулентную атмосферу ла-
зерный пучок при дрожании с дисперсией σn

2 
не выйдет за пределы угла изопланатизма θis 
для различных радиусов пространственной 
когерентности r0 и значений угловой расходи-
мости лазерного пучка θlas = 1,1λ/r0 (для даль-
ней зоны апертуры) и θlas = 0,6λ/r0 (для ближ-

Таблица 3. Вероятность нахождения лазерного пучка в пределах угла изопланатизма для различных 
значений r0 и θlas (для дневного времени)

h = 3000 м

Ближняя зона d = 3,8r0 Дальняя зона d = 2,0r0

r0, см 10,0 9,0 8,0 7,0 6,5 12,0 11,0 10,0 9,0 8,0

θlas, мкрад 3,53 3,93 4,42 5,05 5,44 5,4 5,89 6,48 7,20 8,10

P 0,95 0,78 0,46 0,15 0,05 0,98 0,85 0,55 0,18 0,01

Таблица 1. Значения нормированного оптиче-
ского разрешения и угловой расходимости для 
апертуры с нормированным диаметром d/r0

d/r0

Дальняя зона Ближняя зона

R/Rmax θlas R/Rmax θlas

1,0 0,586 1,474 0,844 1,228

2,0 1,048 1,102 2,361 0,735

3,0 1,202 1,029 3,323 0,619

3,8 1,225 1,020 3,503 0,603

4,0 1,234 1,016 3,481 0,605

5,0 1,249 1,010 3,204 0,631

7,0 1,253 1,008 2,522 0,711

Таблица 2. Вероятность нахождения лазерного пучка в пределах угла изопланатизма для различных 
значений r0 и θlas (для ночного времени)

h = 1500 м

Ближняя зона d = 3,8r0 Дальняя зона d = 2,0r0

r0, cм 8,0 7,0 6,5 6,0 5,0 9,0 8,0 7,0 6,5 6,0

θlas, мкрад 4,42 5,05 5,44 5,89 7,07 7,20 8,10 9,26 9,68 10,80

P 0,99 0,94 0,83 0,63 0,17 0,96 0,91 0,51 0,28 0,05
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ней зоны). Углы изопланатизма рассчитаны по 
формуле (7) для вертикальной трассы (β = 0) 
для ночного времени (hef = 1500 м) и дневного 
времени (hef = 3000 м) соответственно.

Анализируя результаты, представленные  
в табл. 2 и 3, отметим:

1. Значения радиусов когерентности ат-
мосферы r0 = 5–8 см для ночного времени 
соответствуют данным, полученным в про-
цессе экспериментальных исследований [21]  
в Байкальской астрофизической обсерватории 
(БАО), находящейся на высоте около 700 м,  
в октябре 2016 года в период времени с 21 часа 
до 01 часа с использованием датчика Шака–
Гартмана на длине волны λ = 0,535 мкм (близ-
кой к длине волны лазера λ = 0,589 мкм, ис-
пользуемого для получения натриевой ЛОЗ).

2. Для ночного времени для дальней зоны 
излучающей апертуры лазера (d = 2r0), т.е. 
коллимированного пучка при r0 < 7 см вероят-
ность выхода зондирующего пучка за пределы 
угла изопланатизма значительно возрастает. 
Для ближней зоны (d = 3,8r0), т.е. для сфоку-
сирванного пучка, как и следовало ожидать, 
вероятность выхода пучка за пределы угла 
изопланатизма высока при r0 < 5 см.

3. Для дневного времени для дальней зоны 
излучающей апертуры лазера (d = 2r0), т.е.  
коллимированного пучка, уже при r0 ≤ 9 см 
вероятность выхода зондирующего пучка за 
пределы угла изопланатизма значительно 
возрастает. Для ближней зоны (d = 3,8r0), т.е. 
для сфокусированного пучка, как и следовало 
ожидать, вероятность выхода пучка за преде-
лы угла изопланатизма высока при r0 ≤ 7 см. 
В связи с этим заметим, что результаты экспе-
риментальных измерений пространственно-
го радиуса когерентности r0 в дневное время, 
полученные в Байкальской астрофизической 
лаборатории, показали, что усреднённые зна-
чения r0 = 4–5 см летом и осенью и r0 = 2–3 см 
зимой и весной [22].

4. Значения углов изопланатизма, исполь-
зованные для оценки вероятности P нахож-
дения лазерного пучка в пределах угла изо-
планатизма и рассчитанные для ночного вре-
мени по формуле (7) для r0 = 5–8 см, равные  
θis = 10,5–16,7 мкрад (более 2–3 угл. с), следует 
признать завышенными по сравнению с при-
ведённым ранее для Майданакского телескопа 
углом θis = 2,48 угл. с. Это можно объяснить 
заниженным значением высоты эффективного 
слоя атмосферы hef = 1500 м. Вследствие это-
го при уточнении значений θis можно ожидать, 
что вероятности P будут ниже представленных 
в табл. 2 и 3. К сожалению, авторы работ [21, 
22] не приводят значения углов изопланатиз-
ма в процессе экспериментальных измерений 
радиуса когерентности атмосферы в районе 
Байкальской астрофизической обсерватории. 

Очевидно, что при определении географи-
ческих мест размещения адаптивных ОЭС, ис-
пользующих алгоритмы фазовой коррекции 
атмосферных искажений по излучению от 
ЛОЗ, необходимо измерять помимо традици-
онных параметров атмосферы (коэффициента 
пропускания и др.), также и радиус когерент-
ности, и угол изопланатизма.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведённые результаты получены для ста-
тистических характеристик атмосферы — ра-
диуса пространственной когерентности, угла 
изопланатизма и дисперсии дрожания лазер-
ного пучка, справедливые для локально одно-
родной и изотропной модели турбулентности. 
В условиях худшего астроклимата и при от-
клонении от данной модели характеристики 
атмосферы могут отличаться и требуют уточ-
нения, прежде всего, экспериментального. 
Это необходимо учитывать при выборе геогра-
фических мест размещения адаптивных ОЭС 
с лазерной опорной звездой.
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