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ÐÀÑ×ÅÒ, ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÎ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Êàê âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [1], ãàáà-
ðèòíûé ðàñ÷åò öåíòðèðîâàííûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì
â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî îñó-
ùåñòâëÿòü ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé ìîäåëè, ïîñò-
ðîåííîé íà îñíîâå ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé. Ýòî
ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ ìî-
äåëüíûõ óðàâíåíèé óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû, îòëè-
÷àþùèåñÿ âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòüþ.

Ñ öåëüþ ðàññìîòðåíèÿ óêàçàííûõ ìåòîäîâ ïðåä-
ñòàâèì êàæäîå èç óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â ñèñòåìó
óñëîâèé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà, â âèäå ðàâåí-
ñòâà íóëþ ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè:
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ãäå f (X) – ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, X –
âåêòîð âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ x1, x2, …, xn; c0,
c1, …, cn, c12…, c12…n – ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.
Ôóíêöèÿ f(X) â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé îòêëîíåíèå êîîðäèíàòû íóëåâîãî ëó÷à
îò çàäàííîãî çíà÷åíèÿ, â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöè-
ÿõ – ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò.
Â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ X ìîãóò âûñòóïàòü îïòè÷å-
ñêèå ñèëû ïîâåðõíîñòåé (êîìïîíåíòîâ), îñåâûå ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó íèìè, à òàêæå îòðåçêè, îïðåäåëÿþ-
ùèå ïîëîæåíèå ïðåäìåòà è âõîäíîãî çðà÷êà.

Èñïîëüçóÿ ôóíêöèè âèäà (1), ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü çàäà÷ó ãàáàðèòíîãî ðàñ÷åòà îïòè÷åñêîé ñèñòåìû
â âèäå ïðîáëåìû îòûñêàíèÿ âåêòîðà n ïåðåìåííûõ,
îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùåãî n óñëîâèÿì

( )1 2, ,..., 0, 1, 2, , .p nf x x x p n= = …            (2)

Ó÷èòûâàÿ âûâîäû ðàáîòû [1], ïîñðåäñòâîì (2)
ìîæíî îïèñàòü áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ òðåáîâàíèé
ê ïàðàêñèàëüíûì è ãàáàðèòíûì õàðàêòåðèñòèêàì
îïòè÷åñêîé ñèñòåìû èëè åå ÷àñòè, â òîì ÷èñëå
òðåáîâàíèÿ ê îïòè÷åñêîé ñèëå, óâåëè÷åíèþ, ñóììå
Ïåòöâàëÿ, ïîëîæåíèþ èçîáðàæåíèÿ è âûõîäíîãî
çðà÷êà, ïðîäîëüíûì è ïîïåðå÷íûì ãàáàðèòàì, à òàê-
æå, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, ê ðàññòîÿíèþ îò
ïðåäìåòà äî èçîáðàæåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (2) ïðèãîäíû
äëÿ ñîçäàíèÿ ñèñòåì êàê ñ ïîñòîÿííûìè, òàê è ñ ïå-
ðåìåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Â îñíîâó ïðîöåññà ïîèñêà ðåøåíèé ìîæåò áûòü
ïîëîæåí àëãåáðàè÷åñêèé èëè ÷èñëåííûé ïîäõîä.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà â
ñèñòåìå ïîëèëèíåéíûõ óðàâíåíèé (2) ïðîâîäèòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîå èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïðîáëåìà ïîèñêà êîðíåé ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ îäíîãî óðàâíåíèÿ ñ îäíîé íåèçâåñòíîé è
íàõîæäåíèþ îñòàâøèõñÿ ïåðåìåííûõ ïî ñïîñîáó
îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè.

Íà ïåðâûé âçãëÿä, èçëîæåííàÿ êîíöåïöèÿ, çíà-
êîìàÿ åùå èç êóðñà ýëåìåíòàðíîé àëãåáðû, êàæåòñÿ
âåñüìà ïîíÿòíîé è ïðîñòîé. Îäíàêî, åñëè ñòåïåíü

ÓÄÊ 535.317.2

ÓÍÈÂÅÐÑÀËÜÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÏÐÈ ÃÀÁÀÐÈÒÍÎÌ ÐÀÑ×ÅÒÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
© 2007 ã. À. Â. Èâàíîâ, êàíä. òåõí. íàóê

Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé,
ìåõàíèêè è îïòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã
E-mail: ivanov@mail.ifmo.ru

Ïðåäëîæåíû âûñîêîýôôåêòèâíûå óíèâåðñàëüíûå ìåòîäû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà öåíòðè-
ðîâàííûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì â ãàóññîâîé îáëàñòè, èñïîëüçóþùèå àëãåáðàè÷åñêèé, ÷èñëåííûé è
ñìåøàííûé ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ñèñòåì ïîëèëèíåéíûõ ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâó àëãåáðàè-
÷åñêîãî ìåòîäà ñîñòàâëÿåò ïîëèíîìèàëüíîå óïðîùåíèå ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàíòîâ ìíîãî-
÷ëåíîâ èëè ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãðåáíåðà èäåàëà, ñãåíåðèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíàìè. ×èñëåííûé
àëãîðèòì áàçèðóåòñÿ íà ñôîðìóëèðîâàííûõ àâòîðîì íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ðå-
øåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàáîòû ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèíòåçà.

Êîäû OCIS: 080.0080.
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26.12.2006.



8 “Îïòè÷åñêèé æóðíàë”, òîì 74, ¹ 5, 2007

ìíîãî÷ëåíîâ â ñèñòåìå (2) ïðåâûøàåò 2, êàæäûé
ýòàï åå ðåàëèçàöèè ñòàíîâèòñÿ êðàéíå òðóäíî îñó-
ùåñòâèìûì “âðó÷íóþ” è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñî-
âðåìåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ñ ýòîé öåëüþ
àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ðÿä ïðîãðåññèâ-
íûõ äîñòèæåíèé è ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîé àë-
ãåáðû, ðàíåå íå ïðèìåíÿâøèõñÿ â ïðàêòèêå îïòè-
÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â (2)
ïðåäëàãàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñòðîåíèåì ðåçóëü-
òàíòîâ ïîëèëèíåéíûõ ôóíêöèé fp(X) èëè áàçèñà
Ãðåáíåðà èäåàëà, ñãåíåðèðîâàííîãî ýòèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè [2, 3].

1. Ìåòîä ðåçóëüòàíòîâ

Ïðè ðàáîòå ïî äàííîìó ìåòîäó ìíîãî÷ëåíû, âõî-
äÿùèå â ñèñòåìó óðàâíåíèé, íà êàæäîì ýòàïå
ïðåîáðàçîâàíèé ïîëàãàþò çàâèñÿùèìè òîëüêî îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Äëÿ êàæäîé ïàðû òàêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ íàõîäèòñÿ ðåçóëüòàíò (íàïðèìåð, îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà, ìàòðèöû Áåçó èëè íà
îñíîâå áîëåå ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìîâ [2]). Ïðèðàâ-
íèâàÿ åãî íóëþ, ìîæíî ïîëó÷èòü èç äâóõ óðàâíåíèé
îäíî, â êîòîðîì âûáðàííàÿ ïåðåìåííàÿ  áóäåò îò-
ñóòñòâîâàòü.

Îïèñàííûé ìåòîä äîñòàòî÷íî ïðîñò, ïîçâîëÿåò
îñóùåñòâèòü èñêëþ÷åíèå ïåðåìåííûõ çà èçâåñòíîå
êîíå÷íîå ÷èñëî ýòàïîâ. Îäíàêî ìåòîä îáëàäàåò ðÿ-
äîì îñîáåííîñòåé âû÷èñëåíèé (â ÷àñòíîñòè, ìîæåò
äàâàòü “ïàðàçèòíûå” ðåøåíèÿ) è ïðèâîäèò ê âåñüìà
ãðîìîçäêèì âûðàæåíèÿì.

2. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ
áàçèñà Ãðåáíåðà

Ýòîò ñîâðåìåííûé ìåòîä îòíîñèòñÿ ê íåäàâíèì
äîñòèæåíèÿì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è ïîëó÷èë
øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïðîôåññèîíàëüíûõ ïà-
êåòàõ ïðîãðàìì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé “Maple”,
“Mathematica”, “Reduce” è äð. Ïðèíöèï åãî ðàáîòû
íåñêîëüêî íàïîìèíàåò ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñïîñîáîì èñêëþ÷åíèÿ ïî Ãàóññó. Â ðå-
çóëüòàòå ïðîöåññà ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíûõ ïîëè-
íîìîâ (ãåíåðàòîðîâ èäåàëà) íà îñíîâå àëãîðèòìà
Áóõáåðãåðà [2] ïîëó÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëå-
íîâ, èìåþùèõ òàêèå æå êîðíè, ÷òî è èñõîäíûå, íî
îáëàäàþùèõ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (ïåðåìåííûå
ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷åíû). Àíàëèç ïîêàçûâàåò,
÷òî áëàãîäàðÿ ïîëèëèíåéíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ ïîñò-
ðîåíèå áàçèñà Ãðåáíåðà ïðîõîäèò âåñüìà ýôôåêòèâ-
íî, íå ïðèâîäÿ ê ïðîìåæóòî÷íûì ãðîìîçäêèì âû-
ðàæåíèÿì. Îäíàêî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà çàðàíåå
îïðåäåëèòü äîâîëüíî ñëîæíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû íàõîæäåíèÿ äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà îäíîé ïåðåìåííîé íà
âñåé ÷èñëîâîé îñè èëè íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå
àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü ñî÷åòàíèå àëãåá-
ðàè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ìåòîäîâ. Äåëî â òîì, ÷òî
èñïîëüçîâàíèå äëÿ ýòîé öåëè ÷èñòî ÷èñëåííûõ àë-
ãîðèòìîâ, íå òðåáóþùèõ îòäåëåíèÿ êîðíåé (òèïà
Áåðñòîó, Ëîáà÷åâcêîãî, Ìþëëåðà [4, 5]), íå âñåãäà
îïðàâäàíî èç-çà ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè çàäà÷è [6],
à ïðèìåíåíèå èñêëþ÷èòåëüíî àëãåáðàè÷åñêèõ ïîä-
õîäîâ âîçìîæíî ëèøü äëÿ ìíîãî÷ëåíà íå âûøå ÷åò-
âåðòîé ñòåïåíè.

Ñóòü ïðåäëàãàåìîãî ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îòäåëåíèå êîðíåé ïðîâîäèòñÿ íà
îñíîâå àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãî÷ëåíà, à óòî÷-
íåíèå êîðíåé – ÷èñëåííûì ïóòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èçîëèðîâàíèÿ êîðíåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó
Øòóðìà, òåîðåìó Áþäàíà–Ôóðüå, ïðàâèëî Äåêàðòà
[3, 7] è äðóãèå ñïîñîáû. Óòî÷íåíèå ðåøåíèé öåëå-
ñîîáðàçíî îñóùåñòâëÿòü ïðÿìûìè èòåðàöèîííûìè
ìåòîäàìè: ëèáî îïòèìàëüíûìè ïî ñêîðîñòè ñõîäè-
ìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííûìè ìåòîäàìè Íüþòîíà èëè
ñåêóùèõ, ëèáî ìåäëåííåå ñõîäÿùèìèñÿ, íî áîëåå
ïðîñòûìè ìåòîäàìè äèõîòîìèè (áèñåêöèè), õîðä
è äð. [7, 8].

Ïîñëåäíèé ýòàï ðåàëèçàöèè àëãåáðàè÷åñêîãî
ïîäõîäà ê ðåøåíèþ (2), çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîèñêå
âñåõ íåèçâåñòíûõ “â îáðàòíîì õîäå”, îêàçûâàåòñÿ â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ìåòîäè÷åñêè ñâÿçàííûì ñ
äâóìÿ ïðåäûäóùèìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè áàçèñà
Ãðåáíåðà óðàâíåíèÿ äëÿ âñåõ ïåðåìåííûõ, êðîìå
îäíîé, îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè. Ïðè ïðèìåíåíèè
ðåçóëüòàíòîâ ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü êîðíè ìíîãî-
÷ëåíîâ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü íà âòîðîì
ýòàïå ïîèñêà ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå ðàáîòó àëãåáðàè÷åñêèõ
ìåòîäîâ. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòè÷åñêèå
ñèëû òðåõ êîìïîíåíòîâ îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ïå-
ðåìåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òèïà “ôîòîîáúåêòèâ”
(ïðåäìåò íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè, èçîáðàæåíèå –
íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè). Ñðåäíèé êîìïîíåíò ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäâèæíûì è îáåñïå÷èâàåò òðåõêðàòíûé
ïåðåïàä çàäíåãî ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ. Èçâåñòíûå
ïàðàìåòðû è õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòèâà ïðèâåäåíû
â òàáëèöå.

Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ãàáàðèòíîãî ñèíòåçà òðåõêîìïî-
íåíòíîãî ôîòîîáúåêòèâà

¹
ñîñòîÿíèÿ

d1, ìì d2, ìì

Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ãëàâíûìè ïëîñêîñòÿìè

êîìïîíåíòîâ f ′, ìì s′F′, ìì

0
1
2

25
45
5

25
5

45
33,33
100,0

65,0
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Â òàáëèöå f ′ – çàäíåå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå, s′F′ –
ðàññòîÿíèå îò çàäíåé ãëàâíîé ïëîñêîñòè òðåòüåãî
êîìïîíåíòà äî çàäíåãî ôîêóñà îáúåêòèâà, d1, d2 –
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãëàâíûìè ïëîñêîñòÿìè êîìïî-
íåíòîâ.

Ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ñîñòàâèì
ñèñòåìó ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé (çàìåòèì, ÷òî ýòó ñè-
ñòåìó ìîæíî ïîñòðîèòü â ïîëóàâòîìàòè÷åñêîì
ðåæèìå íà îñíîâå ìåòîäà íåîïðåäåëåííûõ êîýôôè-
öèåíòîâ [1])

ãäå ÷åðåç x1, x2, x3 îáîçíà÷åíû îïòè÷åñêèå ñèëû êîì-
ïîíåíòîâ.

Âíà÷àëå äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ïðèìåíèì ìå-
òîä ðåçóëüòàíòîâ. Èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x1, ïðè-
ðàâíèâàÿ íóëþ ðåçóëüòàíòû (Res) ìíîãî÷ëåíîâ ïåð-
âîãî è âòîðîãî, à òàêæå ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíå-
íèé. Ñ ýòîé öåëüþ îáîçíà÷èì

0 2 3 2 3

1 2 3 2 3

0 2 3 2 3

225 5 50 1,
45 0,01,

225 45 50 1,

a x x x x
a x x x x

b x x x x

= − − +

= − + + −

= − − +

1 2 3 2 3

0 2 3 2 3

1 2 3 2 3

5 0,03,
40625 2250 3250 115,

1625 90 65 1.

b x x x x
c x x x x

c x x x x

= − + + −

= − + + −

= − − +

Òîãäà

( ) ( )

( ) ( )

1

1

0 1
4 2 3 1 2 0 1 0 1

0 1

0 1
5 2 3 1 3 0 1 0 1

0 1

, Res , 0,

, Res , 0

x

x

a a
f x x f f a b b a

b b

a a
f x x f f a c c a

c c

⎧
= = = − =⎪

⎪
⎨
⎪ = = = − =⎪
⎩

èëè

( )
( )
( )

1 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

2 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

, , 0,01 5 50 45 225 0

, , 0,03 45 50 5 225 0

, , 1 115 90 65 2250 3250 1625 40625 0,

f x x x x x x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x x x x

⎧ = − + + + − − − + =
⎪

= − + + + − − − + =⎨
⎪ = − − − + + + − =⎩

(3)

Äàëåå èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x2. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

2
0 3 3

2
1 3 3 2 3

6 2
0 3 3

2
1 3 3

2 3

9000 2000 40,

2000 75,5 0,3, 0,02,

1,4625 10 113500 1800,

91000 4406,25 42,50,
32,5 0,15,

r x x

r x x r x

s x x

s x x
s x

= − +

= − + − = −

= − × + −

= − +

= −

ïîëó÷èì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x3:

( ) ( )
2

0 1 2

0 1 2
6 3 4 5

0 1 2

0 1 2

0
0

Res , 0
0

0

x

r r r
r r r

f x f f
s s s

s s s

= = =

èëè

( )
( )

2 2 2 2 2
4 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

2 2 2 6 2 2
5 2 3 2 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

, 0,02 0,3 40 75,5 2000 2000 9000 0,

, 0,15 42,5 1800 32,5 4406,25 113500 91000 1,4625 10 0.

f x x x x x x x x x x x x x

f x x x x x x x x x x x x x

⎧ = − − + + + − − + =⎪
⎨

= − + − + − + + − × =⎪⎩

(4)

7 2 9 3
3 3 3

10 4 12 5
3 3

13 6 14 7
3 3

725,8 218595 2,52431 10 1,58695 10

6,67893 10 2,05756 10

4,00509 10 3,28536 10 0.

x x x

x x

x x

− + × − × +

+ × − × +

+ × − × =

(5)

Äàííîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå äåéñòâè-
òåëüíûå êîðíè:

3

3

3

3

3

1) 0,00778565,
2) 0,018623,
3) 0,0211111,
4) 0,0222222,
5) 0,0481782.

x
x
x
x
x

=

=

=

=

=

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â (3) è (4) ïðèâîäèò
ê òðåì äåéñòâèòåëüíûì ðåøåíèÿì èñõîäíîé ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé:

(6)
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0,0184886 0,0254363 0,0577836
1) 0,0190301 2) 0,0733858 3) 0,0520539

0,00778565, 0,018623, 0,0481782.

x x x
x x x
x x x

= − = =⎧ ⎧ ⎧
⎪ ⎪ ⎪= = − = −⎨ ⎨ ⎨
⎪ ⎪ ⎪= = =⎩ ⎩ ⎩
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Ïðèìåíèì òåïåðü äðóãîé àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä
ê ñèñòåìå (3). Ïîñòðîèì áàçèñ Ãðåáíåðà èäåàëà, ñãå-
íåðèðîâàííîãî êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîëèíîìîâ f1, f2,
f3 îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà. Èñ-
ïîëüçóÿ àëãîðèòì Áóõáåðãåðà, ïîëó÷èì

( )

( )

( )

6 2
1 3 3 3

8 3 9 4 10 5
3 3 3

9 10
2 2 3 2

11 13 2
3 3

14 3 16 4
3 3

3 1 3 1

382 79765 5,10383 10

1,9378 10 6,3739 10 8,112 10 ,

, 5,03142 10 5,37998 10

6,08977 10 1,79597 10

8,62357 10 1,41538 10 ,

, 20243 368775 2

g x x x

x x x

g x x x

x x

x x

g x x x

= − + − × +

+ × − × + ×

= × − × −

− × + × −

− × + ×

= + − 6
3

7 2 9 3 10 4
3 3 3

,05946 10

6,17689 10 2,72051 10 4,056 10 ,

x

x x x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ × +⎪
⎪+ × − × + ×⎩

(7)

ãäå ïîäìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ g1, g2, g3 îáðàçóåò
áàçèñ Ãðåáíåðà. Çàìåòèì, ÷òî ïîëèíîì g1 çàâèñèò
òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé x3, à ìíîãî÷ëåíû g1, g2
ñîäåðæàò èçîëèðîâàííûå ïåðåìåííûå x1, x2 (îáå îíè
ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç x3, åñëè ïðèðàâíÿòü
ìíîãî÷ëåíû íóëþ). Ýòî ãîâîðèò î ïðèíöèïèàëüíîé
ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3). Èçîëèðîâàí-
íûå ïåðåìåííûå âõîäÿò â áàçèñíûå ìíîãî÷ëåíû ñ
îòíîñèòåëüíî íèçêèìè ñòåïåíÿìè ïî ñðàâíåíèþ ñ
ìåòîäîì ðåçóëüòàíòîâ çà ñ÷åò âîçìîæíîñòåé àëãî-
ðèòìà.

Ðåøàÿ óðàâíåíèå g1(x3) = 0, âûäåëèì ïî ìåòîäó
Äåêàðòà òðè ñåãìåíòà ñ èçîëèðîâàííûìè äåéñòâè-
òåëüíûìè êîðíÿìè [0; 0,015625], [0,015625;
0,03125], [0,03125; 0,0625], à çàòåì ïðîâåäåì èõ èòå-
ðàöèîííîå óòî÷íåíèå:

3

3

3

1) 0,00778565,
2) 0,018623,
3) 0,0481782.

x
x
x

=

=

=
Ïîëó÷åííûå êîðíè ñ òî÷íîñòüþ äî 6 çíàêîâ ìàí-

òèññû ñîâïàäàþò ñ òðåìÿ íàéäåííûìè èç (5). Íî â
îòëè÷èå îò (5) â ìåòîäå áàçèñà Ãðåáíåðà íåò “ïàðà-
çèòíûõ” ïðîìåæóòî÷íûõ ðåøåíèé x3 = 0,0211111,
x3 = 0,0222222, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîé
ñèñòåìå óðàâíåíèé (÷òî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè âû÷èñ-
ëåíèè x1, x2 ïîñðåäñòâîì (4) è (3)). Ïîýòîìó è ñ ýòîé
ïîçèöèè ìåòîä áàçèñà Ãðåáíåðà îêàçûâàåòñÿ áîëåå
ýôôåêòèâíûì, ÷åì ìåòîä ðåçóëüòàíòîâ.

Ðàññìîòðåííûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ñèñòåì óðàâíåíèé âèäà (1) ïðåëüùàåò âîçìîæ-
íîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ïîçâîëÿåò íàéòè
âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè. Òåì íå ìåíåå îí ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è ãðîìîçäêèì. Ïðè ýòîì ÷à-
ñòî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ, íå ïðèãîäíûå
ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ðåàëèçàöèè â îïòè÷åñêîé ñèñòå-
ìå, – âåäü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ êîðíåé â èíòåðåñóþ-

ùèõ ïîëüçîâàòåëÿ ïðîìåæóòêàõ êîíòðîëèðóåòñÿ òîëü-
êî ïî çàâåðøåíèè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Â ýòîé ñâÿçè àâòîðîì áûë ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé
ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ïîëèëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðûé, îáëàäàÿ ãëîáàëüíûìè ñâîéñòâàìè íàõîæ-
äåíèÿ ïîëíîãî ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ðåøåíèé,
ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî ìîæåò äàòü òî÷íóþ îöåíêó
âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ èëè îòñóòñòâèÿ êîðíåé
â îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ, çàäàííîé â âèäå
ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà.

Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ ìåòîäà, îáùèå ïðèíöèïû
êîòîðîãî áûëè ïåðâîíà÷àëüíî èçëîæåíû â ðàáîòå
[1], íåîáõîäèìî âíîâü âåðíóòüñÿ ê ñâîéñòâàì ïîëè-
ëèíåéíîé ôóíêöèè f (X) â (1). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà
Ãåññå (ìàòðèöà âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) f (X)
èìååò ãëàâíóþ äèàãîíàëü, ñîñòîÿùóþ èç íóëåé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñëåä (øïóð) ìàòðèöû ðàâåí íóëþ è îíà
îáëàäàåò â îáùåì ñëó÷àå ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè
ðàçíûõ çíàêîâ [7]. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî f (X) íå èìååò ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ, à äîñòè-
ãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
íà ãðàíèöå îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü òåïåðü íåêîòîðûé ïàðàìåòð xk âàðüèðóåò-
ñÿ â ïðåäåëàõ ñåãìåíòà [xk

min, xk
max], à îñòàëüíûå ïå-

ðåìåííûå áóäóò “çàìîðîæåíû”. Â ýòîé ñèòóàöèè
ôóíêöèÿ f (X) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìè-
íèìàëüíîãî çíà÷åíèé òîãäà, êîãäà âåëè÷èíà xk íà-
õîäèòñÿ íà îäíîé èç ãðàíèö îáëàñòè èçìåíåíèÿ
(xk = xk

min èëè xk = xk
max). Åñëè äàëåå âçÿòü ãèïåðïà-

ðàëëåëåïèïåä H, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íåðàâåíñòâ

min max
1 1 1
min max
2 2 2

min max

,

,
.

,n n n

x x x

x x x

x x x

⎧ ≤ ≤
⎪

≤ ≤⎪
⎨
⎪
⎪ ≤ ≤⎩

…                          
(8)

òî ïîíÿòíî, ÷òî f (X) ìîæåò ïðèíÿòü ñâîå íàèáîëü-

øåå max ( )f
∈X H

X è íàèìåíüøåå min ( )f
∈X H

X çíà÷åíèÿ òîëü-

êî â åãî “óãëó”.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó ñâîéñòâ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé [4, 7] âíóòðè ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà ìî-
æåò íàõîäèòüñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü ìíî-
ãî÷ëåíà f (X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óñëîâèÿ

max ( ) 0f
∈

≥
X H

X è min f (X) ≤ 0 âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðå-

ìåííî, ò. å.
max ( ) min ( ) 0.f f

∈ ∈
≤

X H X H
X X

                  
(9)

Ïîýòîìó íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ
õîòÿ áû îäíîãî èç êîðíåé ïîëèëèíåéíîé ôóíêöèè
f (X) âíóòðè èëè íà ãðàíÿõ ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà
H ÿâëÿåòñÿ ñìåíà çíàêà èëè íóëåâîå çíà÷åíèå ýòîé
ôóíêöèè â åãî óãëîâûõ òî÷êàõ.
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Îòñþäà âûòåêàåò ïðàâèëî: ñèñòåìà óðàâíåíèé
òèïà (2) ìîæåò èìåòü ðåøåíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà
âñå ôóíêöèè f 1(X), f 2(X), …, fn(X) ïîìåíÿþò ñâîé
çíàê èëè ïðèìóò íóëåâîå çíà÷åíèå â óãëàõ ãèïåðïà-
ðàëëåëåïèïåäà (8):

max ( )min ( ) 0 , 1,2,..., .p pf f p n
∈ ∈

≤ =
X H X H

X X
     

(10)

Óñòàíîâëåííîå ïðàâèëî èìååò äâîÿêîå ïðèìåíå-
íèå. Âî-ïåðâûõ, ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî, ïðåäâàðè-
òåëüíî âû÷èñëèâ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ f p(X) ïðè
ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèÿõ íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ñðàçó îòâåòèòü íà âîïðîñ î
íàëè÷èè ðåøåíèé ñèñòåìû ïîëèëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Âî-âòîðûõ, ïðàâèëî ïîçâîëÿåò ïîñòåïåííî ñó-
æàòü îáëàñòü ëîêàëèçàöèè ðåøåíèé (âïëîòü äî òðå-
áóåìîé òî÷íîñòè), åñëè ïðîâîäèòü äðîáëåíèå ãèïåð-
ïàðàëëåëåïèïåäà íà ÷àñòè (ñêàæåì, äåëåíèåì
ïîïîëàì) è îòáðàñûâàòü “ïóñòûå” áëîêè. Îäíàêî
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêàÿ ëîêàëèçàöèÿ áåç ïðèìåíåíèÿ
ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé
è òðåáóåò áîëüøîãî îáúåìà ïàìÿòè â êîìïüþòåðå
äëÿ õðàíåíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äåëî â òîì, ÷òî ñâîéñòâî (9) ïî ñóòè òîëüêî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î ïðîõîæäåíèè ÷åðåç ãèïåðïàðàëëå-
ëåïèïåä ïîâåðõíîñòè íóëåâîãî óðîâíÿ ôóíêöèè
f (X). Íî äàæå åñëè ÷åðåç îáëàñòü Í ïðîéäóò ïî-
âåðõíîñòè íóëåâîãî óðîâíÿ âñåõ ôóíêöèé f 1(X),
f 2(X), …, fn(X), òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî îíè áóäóò
èìåòü îáùåå ïåðåñå÷åíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ïðàâè-
ëà âèäà (10) ôîðìóëèðóþò íåîáõîäèìûå, íî äàëåêî
íå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ïî-
ëèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ìíîãèå “ïóñòûå” áëîêè ïðèõîäèòñÿ çàïîìèíàòü è
ñ÷èòàòü ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ ïîèñêà êîðíåé, òàê êàê
÷åðåç íèõ ïðîõîäÿò ïîâåðõíîñòè íóëåâîãî óðîâíÿ
âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ.

×òîáû óñêîðèòü îòáðàñûâàíèå “ïóñòûõ” áëîêîâ
â ïðîöåññå ðàçäåëåíèÿ ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà,
ìîæíî äîïîëíèòü (10) öåëûì ðÿäîì íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé, “ñãóñòèâ” èõ, åñëè òàê ìîæíî âûðàçèòüñÿ,
ïî÷òè äî óðîâíÿ äîñòàòî÷íîñòè. Äëÿ âûâîäà ýòèõ
óñëîâèé îòìåòèì, ÷òî åñëè â ïðåäåëàõ îáëàñòè
Í íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé âñå ôóíêöèè f 1(X),
f 2(X), …, fn(X) îäíîâðåìåííî îáðàùàþòñÿ â íóëü,
òî ÷åðåç ýòó îáëàñòü îáÿçàòåëüíî ïðîéäåò ïîâåðõ-
íîñòü íóëåâîãî óðîâíÿ ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè íàçâàííûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ýòà ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ áóäåò îáëàäàòü ñâîéñòâîì ïîëèëèíåé-
íîñòè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ðå-
øåíèé â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2) ìîæíî çàïèñàòü â
òàêîì âèäå:

( ) ( )
1 1

1 2

max ( ) min ( ) 0 ,

, ,..., {1, 2, , },

n n

k k k k
k k

n

z i f z i f

i i i m

= =
∈ ∈

≤

∀ ∀ ∀ ∈

∑ ∑
X H X H

X X

…
   

(11)

ãäå z – íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, à m – çàäàâàåìîå êîëè-
÷åñòâî åå çíà÷åíèé, èñïîëüçóåìûõ â êà÷åñòâå êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðè ìíîãî÷ëåíàõ. Ìîæíî ïîëîæèòü, íà-
ïðèìåð, z(i) = 1 + (–1)i2i – 1, i = 1, 2, …, 15. Ïðè íà-
÷àëüíîé íîðìèðîâêå (âûðàâíèâàíèè çíà÷åíèé)
ïîëèíîìîâ f 1(X), f 2(X), …, fn(X) â îäíîì èç óãëîâ
ãèïåðïàðàëëåëåïèïåäà óñëîâèÿ (11) ïîçâîëÿþò â
çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè óæåñòî÷èòü îòáîð ïåðñïåê-
òèâíûõ áëîêîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ (10).

Èëëþñòðàöèè óñïåøíîé ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî
ñïîñîáà îòûñêàíèÿ êîðíåé ïîëèëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ïðèâåäåíû â ðàáîòå [1].

Çàâåðøàÿ îáñóæäåíèå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ (2), ñëå-
äóåò óêàçàòü íà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïîëîæèòåëü-
íûå ñòîðîíû àëãåáðàè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî ïîäõî-
äîâ âçàèìíî äîïîëíÿþò äðóã äðóãà. Ïîýòîìó öåëå-
ñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü èõ â êîìïëåêñå. ×èñëåííûé
ìåòîä ïðè ýòîì áóäåò äàâàòü ìîìåíòàëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ îá îòñóòñòâèè ðåøåíèé èëè îáëàñòÿõ âîç-
ìîæíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Ýòîé èíôîðìà-
öèè âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäâàðèòåëüíîãî àíà-
ëèçà ïðèåìëåìîñòè ñèíòåçèðóåìîé êîíñòðóêöèè.
Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëèò íàéòè ðåøåíèÿ ñ
íóæíîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà äëÿ
çàâåðøåíèÿ ïðîöåññà ñèíòåçà.
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