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Аннотация
Предмет исследования. Аналитическая корреляционная зависимость между случайными 

векторами, характеризующими положения прогнозируемого (рассчитанного) изображения 

малозаметной звезды и измеренного изображения искусственного опорного источника — ла-

зерной опорной звезды в фокальной плоскости наземного адаптивного оптического телескопа. 

Цель работы заключается в разработке на основе корреляционной теории алгоритма коррек-

ции дрожания прогнозируемого изображения малозаметной естественной звезды в фокальной 

плоскости телескопа по регистрируемому изображению лазерной опорной звезды. Метод. Ал-

горитм базируется на положениях корреляционной теории определения вектора прогнозиру-

емого положения изображения малозаметной звезды за время короткой экспозиции с учетом 

измеренного положения изображения искусственного опорного источника (в виде линейной 

регрессии). Основные результаты. Получены аналитические выражения для модуля вектора 

прогнозируемого положения изображения малозаметной звезды и его наклона относительно 

вектора измеренного положения изображения лазерной опорной звезды. На их основе разрабо-

тан алгоритм коррекции дрожания изображения малозаметной звезды в наземном оптическом 

телескопе с помощью искусственного опорного источника. Для моностатической и бистатиче-

ской схем формирования лазерной опорной звезды рассчитаны значения модуля вектора изо-

бражения звезды и его наклона относительно вектора изображения лазерной опорной звезды 

для различных отношений диаметров апертур телескопа и зондирующего лазера. Практиче-
ская значимость. Полученные в работе результаты могут быть использованы при синтезе на-

земных адаптивных оптических телескопов для наблюдения малоразмерных космических 

объектов естественного и искусственного происхождения с учетом особенностей астроклимата 

в географических местах их размещения.
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Abstract
Subject of study. Analytical correlation dependence between random vectors characterizing the 

positions of the predicted (calculated) image of an inconspicuous star and the measured image of 

an artificial reference source — a laser reference star in the focal plane of a ground-based adaptive 

optical telescope. The aim of this work is to develop, based on the correlation theory, an algorithm 

for correcting the jitter of the predicted image of an inconspicuous natural star in the focal plane 

of the telescope based on the recorded image of the laser reference star. Method. The algorithm is 

based on the provisions of the correlation theory for determining the vector of the predicted position 

of the image of an inconspicuous star during a short exposure, taking into account the measured 

position of the image of an artificial reference source (in the form of linear regression). Main results. 
Analytical expressions are obtained for the modulus of the vector of the predicted position of the 

image of an inconspicuous star and its inclination relative to the vector of the measured position 

of the image of the laser reference star. On their basis, an algorithm for correcting the image jitter  

of an inconspicuous star in a ground-based optical telescope using an artificial reference source was 

developed. For monostatic and bistatic schemes of laser guide star formation, the module of the 

star image vector and its inclination relative to the laser guide star image vector are calculated for 

various ratios of the aperture diameters of the telescope and the probing laser. Practical significance.  
The results obtained in this article can be used in the synthesis of ground-based adaptive optical 

telescopes when observing small-sized space objects of natural and artificial origin, taking into 

account the astroclimatic features in their geographic locations.

Keywords: adaptive optics, laser reference star, monostatic and bistatic schemes, image jitter, 

correlation coefficient
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ВВЕДЕНИЕ
При наблюдении астрономических объектов 
широкое применение находят адаптивные оп-
тические системы (АОС). Они предназначены 
для измерения и компенсации фазовых иска-
жений, вносимых атмосферой и приводящих 
к значительному снижению разрешающей 
способности и проницающей силы наземных 
оптических телескопов [1–6]. Наибольший 
вклад в эти искажения вносят случайные на-
клоны волнового фронта (ВФ), затрудняющие 
формирование функции резкости изображе-
ния из-за его случайных сдвигов в фокальной 
плоскости телескопа.

Для эффективной работы датчика волно-
вого фронта (ДВФ) АОС необходим опорный 
точечный источник требуемой яркости. При 
наблюдении звезды слабой яркости принима-
емого от нее количества фотонов может быть 
недостаточно для обеспечения работы ДВФ на 
фоне внутренних и внешних (атмосферных) 
шумов. В связи с этим для наблюдения мало-
заметных астрономических объектов и мало-
размерных фрагментов космического мусора 
в зарубежных крупноапертурных наземных 
адаптивных оптических телескопах исполь-
зуются искусственные опорные источники — 
лазерные опорные звезды (ЛОЗ), формиру-
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емые в поле зрения АОС [1–4, 7–10]. Общей 
проблемой при приеме излучения от ЛОЗ яв-
ляется компенсация дрожания наклона ВФ от 
наблюдаемой (естественной) звезды. В публи-
кации [9] рассматриваются различные алго-
ритмы компенсации наклона ВФ по сигналу 
от ЛОЗ. Однако они, как правило, сложны при 
технической реализации.

Так как при прохождении излучения от 
звезды через случайно-неоднородную среду фа-
зовые искажения ВФ, в том числе его наклоны, 
являются случайными, то между векторами, 
характеризующими в фокальной плоскости 
телескопа взаимные положения естественной 
и искусственной звезд, наблюдается вероят-
ностная связь. Однако между их усредненны-
ми значениями существует корреляционная 
зависимость [2, 6, 11, 12, 14, 15].

Целью настоящей работы, результаты ко-
торой изложены в статье, является разработка 
алгоритма коррекции дрожания прогнозируе-
мого изображения малозаметной естествен-
ной звезды в фокальной плоскости телескопа 
по регистрируемому изображению ЛОЗ на ос-
нове корреляционной теории.

АЛГОРИТМ КОМПЕНСАЦИИ ДРОЖАНИЯ 
ИЗОБРАЖЕНИЯ МАЛОЗАМЕТНОЙ ЗВЕЗДЫ 
НА ОСНОВЕ ИЗМЕРЕННОГО ПОЛОЖЕНИЯ 
ЛАЗЕРНОЙ ОПОРНОЙ ЗВЕЗДЫ

Для формирования искусственной лазерной 
звезды в наземных адаптивных оптических 
телескопах широкое распространение полу-
чили моностатическая и различного вида би-
статические схемы. 

Рассмотрим сначала моностатическую схе-
му формирования ЛОЗ, в которой оптические 
оси зондирующего лазера с диаметром пучка d 
и наземного телескопа диаметром D (с фокус-
ным расстоянием F) направлены на естествен-
ную звезду (на расчетное положение при ее не-
достаточной яркости). Полагаем, что распро-
страняющийся на вертикальной трассе фоку-
сируемый гауссов лазерный пучок, во-первых, 
достаточно широкий (параметр Френеля пучка 

 = (kd2/zs) >> 1, где k = 2 /  — волновое число, 
 — длина волны излучения, zs — расстояние 

до ЛОЗ (zs = F)), а во-вторых, турбулентное уши-
рение лазерного пучка не превалирует над фо-
кусировкой ( –2(0,5Ds(d)6/5) << 1, где Ds(d) — 
структурная функция флуктуации фазы). 

Измеряемый в фокальной плоскости теле-
скопа случайный вектор мгновенного положе-
ния энергетического центра тяжести изобра-
жения ЛОЗ имеет вид

 lz = d + D, (1)

где d — вектор случайного положения энер-
гетического центра тяжести фокусируемо-
го лазерного пучка, обусловленного его дро-
жанием при распространении снизу вверх,  
а D — вектор случайного положения точечно-
го источника сферической волны в фокальной 
плоскости телескопа при распространении ее 
сверху вниз.

Дисперсия дрожания случайного углово-
го смещения изображения ЛОЗ в фокальной 
плоскости зеркала телескопа m = | lz|/F опре-
деляется выражением [2, 11, 12]

 

( )

( )

( ) ( )

/

// / /

/

, /

/ ,

−− −

= = + + =

= ×
⎡ ⎤
⎢ ⎥× + ± + ×
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤× −⎣ ⎦∫
 

(2)

где Г(*) — гамма-функция, Cn
2( ) — струк-

турная функция показателя преломления 
атмосферы. В выражении (2) первое слага-
емое 2

d  = 2
d

 — дисперсия дрожания угла 
наклона d = | d|/zs лазерного пучка, рас-
пространяющегося снизу вверх, второе сла-
гаемое 2

D  = 2
D — дисперсия случайного 

углового смещения D = | D|/F изображения 
ЛОЗ при распространении от нее излучения 
сверху вниз, третье слагаемое (корреляци-
онная составляющая d D ) описывает кор-
реляцию между фазовыми флуктуациями 
излучаемого пучка и принимаемой волны  
от ЛОЗ.

Дрожание изображения естественной звез-
ды, характеризуемое случайным смещением 
его энергетического центра тяжести (интен-
сивности), относительно центра фокальной 
плоскости телескопа определяется вектором 

z или случайным углом pl = | z|/F, отсчиты-
ваемым от оптической оси телескопа, диспер-
сию дрожания которого обозначим 2

pl.
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Выражения для 2
pl, 2

m, 2
d и 2

D с учетом 
формулы (2) перепишем в следующем виде [13]:
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где r0
sf и r0

pl — радиусы пространственной  
когерентности атмосферы (радиусы Фрида)  
для сферической и плоской волн соответствен-
но [13].

В работах [14, 15] при анализе предельной 
эффективности коррекции дрожания изо-
бражения звезды в моностатической схеме на 
основе корреляционной теории были получе-
ны выражения для коэффициентов угловой 
корреляции между гауссовым зондирующим 
пучком и рассеянной от ЛОЗ сферической 
волной (случайными величинами d и s),  
а также дрожанием изображений естествен-
ной звезды и ЛОЗ в фокальной плоскости те-
лескопа (случайными величинами pl и m) 
соответственно

 

/

,
/

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜=− ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠   

(7)

 

( )

( )

/

/// /

/
,

/

−

−

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦=
⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦  

(8)

где q = D/d — отношение диаметров апертур 
телескопа D и зондирующего лазера d.

Очевидно, что коэффициент корреляции 
rpl,m случайных угловых смещений изобра-
жений естественной звезды и ЛОЗ pl и m ра-
вен коэффициенту корреляции rz,lz соответ-
ствующих линейных смещений.

Сформулируем задачу коррекции дрожа-
ния изображения малозаметной естественной 
звезды в фокальной плоскости телескопа по 
регистрируемому изображению ЛОЗ следую-
щим образом. Требуется найти наилучшую 
оценку (предсказанное значение) случайной 
величины z в зависимости от случайной ве-
личины lz (векторов, характеризующих по-
ложения изображений естественной и лазер-
ной опорной звезд соответственно). 

В рамках корреляционной теории [16–18] 
доказано, что наилучшей оценкой по мини-
муму среднего квадрата ошибки является 
условное математическое ожидание M{ z/ zl}  
величины z при заданном значении lz.  
Его нахождение требует знания их совмест-
ной плотности вероятности, что оказывается 
весьма сложным. Поэтому часто ограничива- 
ются отысканием оценок в виде линейной 
функции (линейной регрессии), которую в на- 
шем случае можно записать в следующем  
виде:

 ,= +  (9)

где a — коэффициент, который являет-
ся функцией от математических ожиданий 

z , lz , b — коэффициент пропорциональ- 
ности.

Будем полагать, что случайные величины z,  
lz являются гауссовыми c дисперсиями z

2, 2
lz

  
и нулевыми математическими ожиданиями 

z  = lz  = 0, вследствие чего в выражении (9) 
a = 0. 

В этом случае средний квадрат  ошибки  
 = | e

z| – b| z| равен

.= − +

Дифференцируя данное равенство по b, по-
лучим выражение для минимума среднего 
квадрата ошибки

min ,=− +

отсюда 

 / / ,= =  (10)

где корреляционный момент

 .=  (11)
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При этом минимальное значение среднего 
квадрата ошибки равно

 ( )min ,= −  (12)

где нормированный корреляционный момент, 
или коэффициент корреляции случайных ве-
личин z и lz —

 ,=  (13)

lz и z — среднеквадратические отклонения 
случайных линейных смещений энергетиче-
ских центров изображений ЛОЗ и естествен-
ной звезды относительно центра фокальной 
плоскости телескопа.

Таким образом, с учетом выражений (9), 
(10) для нулевых математических ожиданий 

z , lz  получим

 

,=  (14)

где (rz,lz z)/ lz — коэффициент линейной ре-
грессии. 

Выражение (14) позволяет определить зна-
чение линейного смещения прогнозируемого 
положения естественной звезды (длины век-
тора e

z) относительно центра фокальной пло-
скости телескопа при наблюдаемом линейном 
смещении изображения ЛОЗ относительно цен-
тра фокальной плоскости (длины вектора lz).

Определим наклон вектора e
z относитель- 

но lz.
Известно [16, 17], что в евклидовом про-

странстве скалярное произведение двух слу-
чайных векторов — это корреляционный мо-
мент, а квадрат нормы (длины) вектора совпа-
дает с дисперсией, т.е. 

,=   ,=   ,=

причем

 

cos ,= =  (15)

где  — угол между векторами lz и z.
Таким образом, при фиксируемом (реги-

стрируемом) положении ЛОЗ, т.е. вектора lz, 
прогнозируемое положение естественной звез-
ды характеризуется вектором e

z, длина кото-

рого определяется выражением (14), а относи-
тельный наклон (при rz,lz = rpl,m) углом

 ( )arccos .=  (16)

С учетом этого можно интерпретировать 
выражение (14) для линейной регрессии век-
тора lz на вектор z как проекцию первого 
вектора на второй, величину 11 (11) — как  
ошибку регрессии, а выражение для средне-
квадратической нескомпенсированной ошиб-
ки дрожания естественной звезды, учитывая 
формулы (8) и (12), представить в следующем 
виде:

/
min sin .=

Предположим, что в фокальной плоскости 
телескопа XOY в некоторый момент време-
ни (время короткой экспозиции) случайный 
вектор lz (его начало совмещено с началом 
координат, а конец — с энергетическим цен-
тром изображения ЛОЗ), принял некоторое 
значение | lzi|. Тогда для каждого измеренного 
за время короткой экспозиции значения | lzi| 
прогнозируемое положение малозаметной 
звезды определяется вектором e

zi.
Наклон вектора e

z относительно вектора lz 
с учетом выражений (8) и (15) равен

( )

( )

/

/// /

/
arccos .

/

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥⎣ ⎦=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 

(17)

Длина вектора e
zi, определяющая линей-

ное смещение малозаметной звезды относи-
тельно центра плоскости XOY, с учетом фор-
мул (8) и (14), равна 

( )

( )

/

/// /

/
.

/

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥⎣ ⎦=

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥+ − +⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (18)

Таким образом, в моностатической схеме 
алгоритм коррекции дрожания изображения 
прогнозируемого положения естественной 
звезды слабой яркости в фокальной плоскости 
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телескопа по измеренному положению ЛОЗ 
заключается в следующем:

1. Рассчитать длину вектора e
zi за время 

короткой экспозиции для каждого измеренно-
го положения ЛОЗ | lzi| в соответствии с выра-
жением (18).

2. Определить угол наклона вектора e
zi 

(малозаметной звезды) относительно вектора 

lz (ЛОЗ) в соответствии с выражением (17).
3. Ввести сигнал коррекции | corri| = | e

zi|.
Рассмотрим бистатическую схему форми-

рования искусственного опорного источника, 
в которой основной телескоп нацелен в зенит, 
и на его оптической оси находятся естествен-
ная звезда слабой яркости и ЛОЗ. Лазерная 
опорная звезда формируется с помощью зон-
дирующего лазера, вынесенного относительно 
основного телескопа на достаточно большое 
расстояние [11, 12] так, что лазерный пучок 
проходит через другую область простран-
ственной когерентности атмосферы, чем опти-
ческие пучки от естественной звезды и ЛОЗ.

В этом случае дисперсия дрожания слу-
чайного углового смещения изображения ЛОЗ  
в фокальной плоскости телескопа с учетом 
выражения (2) вычисляется как

.= = +

Тогда можно записать [15]

 ( ) // ,
−

= +  (19)

( ) ( ) /// = +

и с учетом выражений (14), (18) и (19) по- 
лучим 

 ( )/ ,
−

= +  (20)

 ( ) //arccos .
−

= +  (21)

Таким образом, в бистатической схеме фор-
мирования искусственного опорного источни-
ка алгоритм коррекции прогнозируемого по-
ложения естественной звезды слабой яркости 
в фокальной плоскости телескопа по измерен-
ному положению ЛОЗ аналогичен алгоритму 
коррекции в моностатической схеме с учетом 

расчета значений | z
e| и  по формулам (20) и 

(21) соответственно.
Результаты расчетов нормированного зна-

чения вектора | e
ni|=| z

e|/| lz| и угла  в зависи-
мости от значений q = D/d для моностатиче-
ской и бистатической схем формирования ЛОЗ 
приведены соответственно в табл. 1 и 2.

В обеих схемах формирования ЛОЗ при 
уменьшении отношения q = D/d коэффициент 
угловой корреляции увеличивается, а линей-
ное и угловое смещения прогнозируемого по-
ложения малозаметной звезды относительно 
ЛОЗ уменьшается. Однако в бистатической 
схеме формирования ЛОЗ ее линейное смеще-
ние | lz| при всех значениях q больше прогно-
зируемого линейного смещения | z| естествен-
ной звезды. 

В моностатической схеме отрицательный 
знак коэффициента корреляции rz,lz между 
векторами lz и z, характеризующими поло-
жение ЛОЗ и естественной звезды в фокальной 
плоскости телескопа, объясняется отрицатель-
ной корреляцией, определяемой выражением 
(7), между излучаемым пучком и принимае-
мыми волнами от ЛОЗ и естественной звезды.

Таблица 2. Результаты расчетов для бистатической 
схемы формирования ЛОЗ

Table 2. Calculation results for a bistatic scheme for 
the formation of a laser guide stars

q lz/ z rz,lz , рад | z|/| lz|

0,33 1,30 0,77 0,69 0,59

1 1,41 0,71 0,79 0,50

2 1,50 0,67 0,84 0,44

3 1,56 0,64 0,88 0,41

Таблица 1. Результаты расчетов для 
моностатической схемы формирования ЛОЗ

Table 1. Calculation results for a monostatic scheme 
for the formation of a laser guide stars

q lz/ z rz,lz , рад | z|/| lz|

1,2 0,08 –0,51 1,03 6,23

1,5 0,18 –0,34 1,23 1,84

1,75 0,25 –0,29 1,27 1,17

2 0,31 –0,27 1,29 0,87

3 0,49 –0,22 1,35 0,44
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В бистатической схеме лазерный пучок 
проходит через другую область простран-
ственной когерентности атмосферы, чем опти-
ческие пучки от естественной звезды и ЛОЗ, 
из-за этого, как уже отмечалось выше, они не 
коррелированы. Поэтому корреляция наблю-
дается только между принимаемыми волна-
ми от ЛОЗ и от естественной звезды. Вслед- 
ствие чего коэффициент угловой корреля- 
ции rz,lz между ними в бистатической схеме 
более чем в два раза больше, чем в моностати-
ческой схеме.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработанный на основе корреляционной те-
ории алгоритм компенсации дрожания изо-

бражения естественной звезды малой яркости 
базируется на определении ее прогнозируемого 
положения в фокальной плоскости наземно-
го оптического телескопа. Для этого в фокаль-
ной плоскости рассчитываются ее линейное  
и угловое смещения относительно измеренно-
го положения ЛОЗ на основе их линейной ре-
грессии с учетом коэффициента корреляции 
случайных смещений их изображений.

Полученные результаты имеют приклад-
ное значение и могут быть использованы при 
синтезе наземных адаптивных оптических 
телескопов наблюдения за малозаметными 
астрономическими объектами естественно-
го и искусственного происхождения с учетом 
особенностей астроклимата в географических 
местах их размещения.
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